PARAMÈTRES DE LANGLANDS ET COHOMOLOGIE DES 
ESPACES DE MODULES DE G-CHTOUCAS. 



VINCENT LAFFORGUE 



Soit Fç un corps fini et ^ un nombre premier ne divisant pas q. Soit X une 
courbe projective lisse géométriquement irréductible sur F^, F son corps de fonc- 
tions, A ses adèles. Soit G un groupe réductif connexe sur F. On montre dans 
cet article le sens "automorphe vers Galois" de la correspondance de Langlands 
globale pour G. De plus on construit une décomposition canonique de l'espace 
des formes automorphes cuspidales pour G (ou plus précisément d'une somme, 
indexée par ker^(F,G), des espaces de formes automorphes cuspidales pour des 
formes intérieures de G) et à chaque facteur de cette décomposition on associe un 
paramètre de Langlands global. Cette décomposition est préservée par l'action 
de l'algèbre de Hecke mais pour certains groupes G il peut arriver que des fac- 
teurs distincts de cette décomposition contiennent des représentations isomorphes 
de l'algèbre de Hecke. On aimerait bien sûr montrer que les paramètres de Lan- 
glands intervenant dans cette décomposition proviennent de paramètres d'Arthur 
elliptiques (voir à ce sujet la discussion après la conjecture 110.6p . 

Cet article ne contient pas de résultat nouveau dans le cas où G = GL^ puisque 
tout était déjà connu par Laurent Lafforgue |Laf02a] (et Drinfeld |Dri78t IDri87t 
IDri88t lDri89) pour r = 2). Dans le cas où G = GL^. les théorèmes inverses |CPS94| 
et la formule du produit de Laumon |Lau87| fournissent le sens "Galois vers auto- 
morphe" (voir |Laf02a] ) mais pour G quelconque cela ne semble pas actuellement 
possible. En fait le sens "Galois vers automorphe" pour G quelconque est exprimé 
d'une façon optimale par les conjectures de multiplicités d'Arthur. Pour pouvoir 
les approcher il faudrait déjà montrer la correspondance de Langlands locale et 
comprendre la structure interne des L-paquets, locaux et globaux. C'est le but 
de |GL12] . article en préparation avec Alain Genestier. 

Les méthodes utilisées dans ce travail sont différentes de celles fondées sur 
la formule des traces qui ont été développées notamment par Drinfeld |Dri78l 
IDri87l [Dn88l IDri89] . Lau mon, Rapoport et Stuhler [L RS93], Laumon [LjïïMl 
|Lau97j, L aurent Laff orgue [LâTOTl iLaMl iLâMil ILaf02 b] . Ng ô Bao Châu |NBC99l 
INBC06a] . Eike Lau |Lau04l iLâïïÔT] . Ngo Dac Tuan |NDT07j . Ngô Bao Châu et 
Ngo Dac Tuan dans |NN08| . et dans des travaux difficiles et non encore publiés 
de Kazhdan et Varshavsky |KV12) et de Ngo Dac Tuan sur les comptages de 
G-chtoucas et les compactifications. Cependant l'action sur la cohomologie des 
groupes de permutations des pattes des chtoucas apparaît déjà dans les travaux 
de Ngô Bao Chàu, Ngo Dac Tuan et Eike Lau que nous venons de citer. De 
telles actions des groupes de permutations apparaissent aussi dans le cadre du 
programme de Langlands géométrique, voir par exemple |Gai04j . D'autre part la 
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coalescence des pattes apparaît dans la thèse de Eike Lau |Lau04| et elle est aussi 
utilisée dans le preprint |BV06| de Braverman et Varshavsky (afin de montrer la 
non nullité de classes dans la cohomologie des espaces de modules de G-chtoucas 
construites à partir de la donnée d'un G-système local £ sur une courbe projective 
X sur ¥q et d'un faisceau pervers sur Bunc, propre pour Hecke relativement à £ 
au sens de la correspondance de Langlands géométrique). Les paragraphes 1 et 3 
sont des rappels de l'article |Var04] de Varshavsky dont les résultats généraux sur 
la structure locale et les propriétés des champs de G-chtoucas sont fondamentaux, 
ainsi que du preprint [BV06] de Braverman et Varshavsky. 

Dans le reste de l'introduction on suppose pour simplifier que G est déployé. On 
note G son dual de Langlands, considéré comme un groupe déployé sur Q^. Soit 
E une extension finie de et Oe son anneau d'entiers. Soit un sous-schéma 
fini de X. On note Kjq = Ker(G(0) — )■ G^On)) le sous-groupe compact ouvert de 
G{A) associé à N. Soit I un ensemble fini et W une représentation irréductible 
de {Gy. On écrit W = Mi^iWi où Wi est une représentation irréductible de G. 
Le champ Cht^^,^ classifiant les G-chtoucas de niveau A^, étudié dans | Var04] . 
est le champ au-dessus de {X \ N)' , dont les ^-points classifient la donnée de 
(xj)jg/ : S — 7- {X \ A^)-^ et d'un G-torseur 9 sur X x S muni d'un isomorphisme 

: 9 — (Idx X Frob5)*(9) au-dessus de X x S* privé de la réunion des graphes 
des Xi, tel que la position relative en Xi soit bornée par le copoids dominant de G 
correspondant au poids dominant de Wi, et tel que (9,0) soit trivialisé au-dessus 
de X S*. Dans la suite on notera "^9 au lieu de (Idx x Frobs')*(9)- Les Xi pour 

1 E I sont appelés les pattes du chtouca et on note 

le morphisme correspondant. 

Pour tout copoids dominant /i de G on note Cht^ l'ouvert de Cht^ ^ dé- 
fini par la condition que le polygone de Harder-Narasimhan de 9 est < yU. On note 
Piv/~^ la restriction de p^^\ à Cht^ On fixe un réseau H C Z{F)\Z{A). Alors 
Chtj^ /H est un champ de Deligne-Mumford de type fini. On note IC^ {i),<ij. ,^ 

le faisceau d'intersection de Chtj^ /S à coefficients dans E, normalisé relati- 
vement à {X \ A^)^ et on pose 

n_fO,<fj.,E.,E _ pO/o,(^),<M\ {-ir^E \ 
'^c,N,I,W — ^ \Pn,I ) ! ^^chtj^';-^". /H / ■ 

On considère lin^^ ^c'^'/' comme un système inductif de iï^-faisceaux construc- 
tibles sur [X \ A^)^. On va voir que ce système inductif est muni d'actions des 
morphismes de Frobenius partiels et des opérateurs de Hecke, mais que ces actions 
augmentent yU. Pour toute partie J C / on note 

Frobj : (X \ NY ^ (X \ NY 

le morphisme qui à (xj).jg7- associe {x'j)i^i avec x[ = Frob(xj) si i G J et x- = Xj 
sinon. Alors on possède 
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- pour K assez grand et pour tout i G /, un morphisme 
(0.1) : Frob^,j(:K°;|f/) ^ JC°f,^'^'^, 

- pour tout / G Cc{Kn\G{A)/ Kn, E) et pour k, assez grand, un morphisme 



(0.2) T(/) : JCjl'^r/ 



, n_rO,<IJ,+K,S,E 



de faisceaux constructibles sur (X \ où ^ est un ensemble fini de places 
contenant |A^| et en dehors duquel / est triviale (on verra plus tard que T(/) 
s'étend naturellement en un morphisme sur [X \ N)^ tout entier). 
Les morphismes T(/) sont obtenus grâce à la construction, assez évidente, 
de correspondances de Hecke entre les champs de chtoucas. Pour construire les 
actions (10. ip des morphismes de Frobenius partiels, on a besoin d'une petite 
généralisation des champs Chtj^ ^ ^r où l'on demande une factorisation de en 
une suite de plusieurs modifications. Soit (/i, ...,Ik) une partition de I. On note 
Chtj^Yiy*^ 1^ champ tel que pour tout schéma S sur F^, Ch.t^^^j"y^''\S) classifie 
les données 

(0.3) ((x,),e/, (So, V^o) ^ (Si, ^i) ^ ■ ■ ■ ^ (Sfc-i, i^k-i) ^ >o)) 
avec 

- Xi e {X \ N){S) pour i G /, 

- (So, ipo), (Sfc-i, ^fc-i) e BunG,Ar(5'), 

- en notant (9fc, i^k) = (j9o, ^V^o), pour j G {1, k} 

• ^^■-i|(Xx5)x(Ue7^.r.^) ^ ^■'■|(Xx5)x(Uez^r,j 

est un isomorphisme tel que ipj °'Pj\j^y,g = i'j-i ^t tel que la position relative 
en Sj-i par rapport à 9j en Xi (pour i G Ij) soit bornée par le copoids 
dominant de G correspondant au poids dominant de Wi 
Enfin Cht^Yw'^'''''"'^ ^st le sous-champ ouvert de Chtj^Yw'^'''' défini par la condition 
que le polygone de Harder-Narasimhan de So est < fi. On note 

pSi;;;^^'») : Chti;:;;^^'=) -> (x x nY 

le morphisme qui à un chtouca associe la famille de ses pattes. 

Les résultats de Varshavsky |Var04| rappelés dans le premier paragraphe 
montrent que les champs de chtoucas sont isomorphes, localement pour la 
topologie étale, à des strates fermées de grassmanniennes affines globales de 
Beilinson-Drinfeld. Il en résulte que le morphisme évident Cht^Yv/*^ ~^ Chtj^ ^ ^r, 

qui à (10. 3p associe ((xj)jg/, (So, "^o) '^^> (""So, ''V'o)); est petit, car le résultat 
analogue est vrai pour les strates fermées des grassmanniennes affines globales 
(et sert de façon essentielle dans la construction du produit de fusion |MV07| ). 

On a donc ^K^'^'^y^^ = R'^ip^iY'^'^'-'')i( lC^rj,,...,j^^,<,) pour toute partition 
(/i, ...,4) de /. 
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Le morphisme de Frobenius partiel 

P„(^iv,4) . puj-(^i>--->4) , (~tr^i.{h,---,Ik,h) 
^'■Ii,N,I,W ■ ^'■'■^N,I,W ~^ ^'■'■'^N,I,W ' 

défini par 

Fr£]v:w i(^àei, (So, V^o) ^ (Si, ^ ■ ■ ■ ^ (Sfc^i, ^fc-i) ^ rSo, ^V^o)) 
= (Frob,, ((a;,, W), (31,^0 ^ (32,^2) ^ ■■■ ^ rSo/^o) ^ TSi/^i)) 

est au-dessus du morphisme Frob/^ : (X \ A^)^ {X \ A^)'^. Comme Fij^^'j^'f^ 
est un homéomorphisme local totalement radiciel on a 

L'isomorphisme de changement de base fournit alors un morphisme 
F/j : Frobj^(CK°'^'^''^) — ^K^'^'^'^J^'"''^ pour /t assez grand. En prenant Ji = {i} 
on obtient (10. ip . 

Lorsque G = GL^, / = {1, 2}, wi = (0, . . . , 0, —1) and uj2 = (1, 0, . . . , 0), les 
champs Cht^ j^^^-'^'' et Chtjj^/^^^'* sont les champs de chtoucas à droite (resp. à 
gauche) introduits par Drinfeld, et Xi et X2 sont le pôle et le zéro. Les tronca- 
tures ne sont pas les mêmes que dans |Laf02a] mais les systèmes inductifs sont 
comparables. 

Afin d'énoncer les isomorphismes de coalescence, on étend la définition de 
^c'^'/'vî^ aux représentations W de (G)^ non nécessairement irréductibles en 
imposant '^IInj^vLw = '^'IInj^v ® ^1]nj^v'- Tout morphisme u : W ^ W de 
représentations de (G)^ induit donc un morphisme de faisceaux constructibles 

Soit : I ^ J une application. On note 

g : G^ {g,),^j ^ {gc{i))rei 

le morphisme diagonal associé à C et la représentation de G"' qui est la com- 
posée de la représentation W avec g. On note Aç_x : X'' — )■ le morphisme 
diagonal. D'après |Var04] et |BV06| on a un isomorphisme de faisceaux construc- 
tibles sur (X \ Xy , dit de coalescence 

(0.4) XC ■■ Ac,v(^c,tw ) ^ ^TnÎwI 

Cet isomorphisme provient d'un énoncé local exprimant la restriction à 
(Piv/)~"'^(Aç,v((-^ \ NY)) des faisceaux d'intersection des espaces de chtoucas 
avec des pattes indexées par / comme des sommes de faisceaux d'intersection 
d'espaces de chtoucas avec des pattes indexées par J . Comme les champs de 
G-chtoucas sont isomorphes, localement pour la topologie étale, à des strates 
fermées de la grassmanienne affine globale de Beilinson-Drinfeld, cet énoncé 
local résulte de la construction même du produit de fusion |MV07] . 
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Le but de la première partie de cet article est d'utiliser les isomorphismes de 
coalescence pour construire des morphismes de création et d'annihilation, puis 
d'exprimer les opérateurs de Hecke comme la composée 

- d'un morphisme de création, 

- de l'action d'un morphisme de Frobenius partiel, 

- et d'un morphisme d'annihilation, 

puis d'utiliser cela pour étendre les opérateurs de Hecke fl0.2p en des morphismes 
de faisceaux sur {X \ A^)-'^ tout entier et pour montrer les relations d'Eichler- 
Shimura. 

Soient I,J des ensembles finis. On a les applications évidentes Cj : J — )■ {0}, 
( = {Idi, O) : /U J /U{0} et C' : / ^ /U{0}. Soient WetU des représentations 
de dimension finie de (G)^ et (G)"^ respectivement. On rappelle que U^-^ désigne 
la représentation de G obtenue en restreignant U à la diagonale. On se donne 
X G f/ et ^ G t/* invariants par l'action diagonale de G. Alors W ^ U est une 
représentation de (G)^'-^'^ et W^W^' et 14^ Kl 1 sont des représentations de (G)^^^^^ 
reliées par des morphismes Idw Klx et Idw Kl^. On note A : X — )■ X"^ le morphisme 
diagonal. 

On a les isomorphismes de coalescence 

nrO,<iJ.,'E,E ^ p ^ nrO,<iJ.,'E,E 

■^c,N,I,W ^ -C/XxAf — '^c,N,IU{0},Wmi 



et 



rLrO,<tJ.,S,E 

'^c,N,iuJ,wmu 



(X-^Ny xA{X\N) 



c,N,iu{Q},wmu<j ■ 



On définit le morphisme de création 6^' Af/^x comme la composée 

arO,<ti,'E,E ^ p V nrO,<ti,B,E 

'^c,N,I,W ^ ^{X-^N) ^c,N,IU{0},Wm 

3{{ldw m) rw-0,<M,H,£; ^ nrO,<tJ.,'E,E 

^ -^cNJUlOhWmuO '^c,N,IUJ,W^U (;f^jv)^xA(XxJV)' 

On définit le morphisme d'annihilation Ce A^'/'iyç comme la composée 



^rO,<^l,S,E 
^c,N,IUJ,WW 



Xç nrO,<iJ.,E,E 
(Xx7V)^xA(Xx7V) ~ c,N,IU{0},WmUij 

^ •^c,N,IU{0},Wm '^c,N,I,W ^ J^iX^N)- 

Lorsque / = et 14^ = 1 on omet I et W dans Gc^^Hvx a^'/^j- 

Soit V une place dans |X| \ |A^|. On considère v comme un sous-schéma de X 

et on note Ey le faisceau constant sur v. On note 1 V Ç^V* et V Ç^V* -^^^ 1 
les morphismes évidents. 
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Pour K, assez grand (en fonction de deg(f ), V), on définit Sv,v comme la com- 
posée 



(0.5) 
(0.6) 

(0.7) 

(0.8) 



•^c,N,I,W 



ott,<M,H,£; 



^ •^c,N,iu{i,2},wmvmv* 



{X\N)'xA{v) 



(^{1})' 



dcg{u) 



(X-^N)IxA(v) nrO,<IJ.+K,'E,E 

^ '^c,N,iu{i,2},wmvmv* 



^c,N.I.W.cvv 



(X-^N)I XV 



^ '^C,NJ,W 



(X\Af)-f xA(î)) 



Le morphisme Sv,v commute à l'action naturelle du morphisme de Frobenius 
partiel sur dans (10. 5p et ( 10. 8p car les morphismes de création et d'annihilation 
entrelacent cette action avec celle de -F{i,2} sur (10. 6p et (10. 7p . et d'autre part F^iy 



et donc F^^^^^^) commutent avec -F{i,2}- Donc Sv,v se descend en un morphisme 
— )■ "K^'^^^^^^'^ de faisceaux constructibles sur (X \ A^)^. Soit 



M' 



0,<fi,E,E 
c,NJ,W 



hv,v G Cc{G{Of^)\G{F,i;)/G{Of^), Oe) la fonction sphérique associée à V (ou si 
on préfère au caractère xv) pai^ l'isomorphisme de Satake. On montre dans le 
paragraphe |5] que 



(0.9) 



T(hv,v) est égal à la restriction de Sv,v à (X \ (N U v))^ . 



Il suffit de le démontrer pour V et 14^ irréductibles. Lorsque V est minuscule, la 
démonstration est un simple calcul d'intersection de cycles algébriques et on va 
donner une idée de la preuve dans ce cas particulier. On se ramène facilement au 
cas où deg(f ) = 1 et donc on peut enlever partout ^E^. On va définir un champ 
et deux sous-champs fermés et ^2 niunis de morphismes «i et «2 
vers Z'^^^ = Chtl^"*, tels que 

- la restriction à (X \ {N U v))^ de la composée (lO.Sp — 7-( lÔ^ — )-( lÔT|) du mor- 
phisme de création et de l'action du morphisme de Frobenius partiel s'ex- 
prime à l'aide de la correspondance ^2 de Z^^^ vers 

- et la restriction à (X \ (X U v))^ du morphisme d'annihilation (I0.7p — 7> (l0.8p 
s'exprime à l'aide de la correspondance de Z^^^^'^'^^'^^^ vers 

De plus on va voir que la correspondance produit X2;{{i},{2}«/) ^2? qui exprime 
donc Sv,v, est la correspondance de Hecke F'^'^^ entre Z^^^ et lui-même qui réalise 
T{hv,v)- Plus précisément le champ F*^'^-' classifie la donnée de {xi)i(zi et d'un 
diagramme 



(0.10) 
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tels que (g, ^) A rS/^)) et ((a;,),^,, (S', ^ rS',V)) appar- 

tiennent à 2,^^^ et 



K : g 



Agi 



\{X-^{NUv))xS ^ \ {X^{NUv))xS 

est un isomorphisme tel que la position de g par rapport à g' en v soit égale 
au poids dominant de V (on rappelle que V est minuscule). De plus les deux 
projections T^^^ — t- Z^^'^ sont les morphismes qui à flO.lOp associent les lignes du 
bas et du haut. 
On note 



2({i},{2}^/) _ n|^.({i},{2},/) 



{X\{NUv)y xA(v) 



Cht 



({1},^{2}) 

N,iu{i,2},wmvmv* 



{X-^{NUv))' xA{v) 



où l'isomorphisme vient du fait que les pattes indexées par / appartiennent à 
X \ {N U v) et ne rencontrent donc pas la patte 2 qui est en v. Le champ 
2;({i}'{2}^^) classifie la donnée de {xi)içi et d'un diagramme 



(0.11) 



(So,V'o) 





"go/V'o) 



avec 



((a;i)ie/, (So,V^o) ^ {9i,ipi) ^ (g2,^2) ^ CSo/'ipo)) 



<t>3. 



e Cht 



({1},{2},/) 

N,IU{l,2},WMVmV* 



{X\{NUv)y xA(v) 



et 



((x.).e/,(So,^o) ^ (gi,^i) ^ (g2,^2) ^ rso/^o)) 



G Cht 



{{1},A{2}) 
Af,/U{l,2},VKKVKiy* 



(X\(AfUi)))^xA(î)) 



Autrement dit les flèches obliques, verticales et horizontales du diagramme f lO.lip 
sont respectivement les modiflcations liées à la patte 1, à la patte 2 et aux pattes 
de I. 

On note "A \q sous-champ fermé défini par la condition que, 



dans le diagramme f lO.lip . 020i : So|(jf_^)x5 ~^ 
phisme sur X x S tout entier. On a un morphisme 

tti : ^1 ^ Z^'^ 

qui à 



{X-v)xS 



s'étende en un isomor- 



(go,v^o 




(gi,^i 



(g2,^2 



03 
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associe la ligne du bas, c'est-à-dire 

(0.12) (30,^0 ) 



^rSo/V^o)). 



On note ^2 4 2,({i}.{2}^^) le sous-champ fermé défini par la condition que 
dans le diagramme flO.lip . "^0103 

isomorphisme sur X x S tout entier. On a un morphisme 

«2 : ^2 ^ Z^'^ 



%\^x-v)>cs ^ '^Aix-v)>cs s'étende en un 



qui a 
(0.13) 



(Si,^i 




(9o,V^o) (82,^2)- 

associe la ligne du haut, c'est-à-dire 
(0.14) 



03 




"Si/^i) 



((x.).,„(Si,V^i)^^^^(-Si,>i)). 



Le champ T^^^ est le produit fibré de et "^2 au-dessus de 2.('ti}'i2}^-f) g^r un 
point de 2,('ti}'i2}^^) appartenant à et ^2 est donné par un diagramme 



(So,V^o 




(S'2,^2 




^Si/^i) 



Il équivaut donc à la donnée d'un point de T^^^ car en contractant les deux iso- 
morphismes dans le diagramme précédent on obtient le diagramme 



(Si,V^i 



(So, V'o 



> ("Si/V^i) 



4>3{4>2<l>l) 



que l'on identifie au diagramme (lO.lOp . Pour montrer (10. 9p il suffit de calculer 
l'intersection de et "^2 dans 2>^'^ au voisinage de l'ouvert de lissité de T^^^ et il 
s'agit alors de l'intersection de deux cycles lisses transverses dans un champ lisse. 

Une conséquence de (10. 9p est que pour / G Cc{Kn\G{A)/Kn, E) et pour 
K assez grand, on peut prolonger le morphisme T{f) introduit dans (10. 20 en 
un morphisme T(/) : ^^'n'^i^ ~^ ^c'n'^i'w^'^ faisceaux constructibles sur 
(X \ N)^ tout entier, de façon compatible à la composition des opérateurs de 
Hecke. Pour les variétés de Shimura sur les corps de nombre de tels prolongements 
ont été définis dans un certain nombre de cas, de façon modulaire, par adhérence 
de Zariski ou à l'aide de cycles proches (voir |Del71t IFCQOt IGT05] ). 
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Les relations d'Eichler-Sliimura affirment que pour /, W comme ci-dessus et 
pour V représentation irréductible de G, 



-^{0} • '^c,N,IU{0},WmV 



V 1- nrO,<fJ.,=.,E 



{X-^Nyxv 



est annulé par un polynôme de degré dim(\^) dont les coefficients sont des opé- 
rateurs en Hecke en v de la forme S/^iy^y. Grâce à la définition des morphismes 
S/^iy^v par flO.Sp - flO.Sp . la preuve est un simple calcul d'algèbre tensorielle (inspiré 
d'une démonstration du théorème de Hamilton-Cayley). 

La deuxième partie de cet article concerne les actions des groupes de Galois. 
On prend de nouveau W = ^jg/VFj irréductible. On fixe un point géométrique 
r/ au-dessus du point générique rj de X et on note F la clôture séparable de F 
telle que fj = Spec(F), de sorte que 7Ci{ri,fj) = Gal{F/F). On note A : X — > 
le morphisme diagonal. On fixe un point géométrique f]^ au-dessus du point 
générique rj^ de X^ et une flèche de spécialisation sp : r/-^ — )■ A(ïî). 

Un lemme de Drinfeld affirme que si Ê est un 0£;-faisceau lisse constructible 
sur un ouvert non vide Q de {X \ A^)^, muni d'une action des morphismes de 
Frobenius partiels, c'est-à-dire d'isomorphismes 

: Frob^,}(Ê)|^^p^^^_^,^^^ ^LnFrob-(n) 

commutant entre eux et dont la composée est l'isomorphisme naturel Frob*(€) 
(B, alors il se prolonge à un ouvert de la forme , oùU est un ouvert assez petit de 

X \ A^, et la fibre ^1^^^^) ~^ ^\-^ Gst munie d'une action de 7ri(f/, tJ)^ qui prolonge 
l'action naturelle de Tri(U^ ,r]^). De plus, si on fixe U, le foncteur C H- 
fournit une équivalence de la catégorie des Og-faisceaux lisses constructibles sur 
U munis d'une action des morphismes de Frobenius partiels vers Ici Celte gorie des 
représentations continues de iTi{U,fî)^ sur des 0£;-modules de type fini. 

On ne peut pas appliquer directement le lemme de Drinfeld à '^^'n'^i^ parce 
que l'action des morphismes de Frobenius partiels augmente /i. Cependant on va 
pouvoir appliquer le lemme de Drinfeld aux éléments Hecke-finis, au sens suivant. 

Soit X un point géométrique de {X \ N)^ . On dit qu'un élément de 

est Hecke-fini s'il appartient à un sous-O^j-module de 



0,<li,E,E 



type fini de lin^^ îK| 



c,N,I,W 



stable par tous les opérateurs T(/) pour 



/ G C,iKr,\GiA)/KN,OE). On note [lu^^^^l^'^^w 



Hf 

l'ensemble des 



éléments Hecke-finis, qui est un sous-iï-espace vectoriel de lii^^ ^c'^'/' 

stable par 7ri(x,x) et Cc{Kn\G{A)/K^, E). 

Pour toute famille de points fermés de X^N, on note XifzjVi leur produit, 

qui est une réunion finie de points fermés de (X\A^)^. Soit DJt un sous-0£;-module 

rO,<^^,E,E _ g^^^jg iTi{r]^y) et Gc{Kn\G{A)/Kn,Oe). 

existe fiQ tel que 97t soit inclus dans l'image de 



de type fini de lii^^ '^c,n i^v 
Comme DJl est de type fini i 
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^c'n'^i w^ dans lim '^"'^'^j^ • Quitte à augmenter fiQ, on suppose que DJl est 

un sous-0£;-module de ^c'n'^iw^ • un ouvert non vide de sur lequel 

^c'n'^i w^ est lisse. Il existe un unique sous-O^j-faisceau lisse & C ^c'n'^iw^ 

sur f2o tel que C!5|^ = DJl. On fixe {vijiQi tel que Xi^jVi soit inclus dans VIq. Pour 
tout i, la relation d'Eichler-Shimura en Vi implique alors que 

(0.15) {F^t'f''^'"'(^\...J^ E (^{T')"(^A---"H..J^L,,,J) 



a=0 



dans Ih^^ ^°:nTw 

l'inclusion flO.lSp s'étend en t]^ , c'est-à-dire que 



. Grâce à la lissité de (Frobjf en Xi^m, 



Xii=iV. 



T-ideg(i'i) dim Wi 



dimVK,-l 



0=0 



dans lin^^ ^n'^^/ • Or ^|,^/ Gst stable par le morphisme S'^dimiyj-a^y^ „^ car 
e C,(G(0,J\G(F,J/G(0,J,0£;) C C,iKr,\GiA)/Kr,,OE)- 

On en déduit que 



dimTy,-l 



^dcg ) dim Wi ^ ^ Frob""^*^ V * g 



deg(iJi)dimiyi\*/ 



;c 5^ i^{1?^"^"(FrobJf-)")*(6|^,)) 



a=0 



W 



dans Ih^^ [K^'j^l^y 
6 



. Donc 



(ni)ie/en,6/{0,.--,deg(î)i)dim{Wi)-l} ie/ ie/ 



W 



stable par l'action des 



est un sous-0£;-faisceau constructible de lin^^ '^rN j 

morphismes de Frobenius partiels. On peut appliquer le lemme de Drinfeld à 0, 
et on obtient ainsi une action de 7ri(r7,r/)^ sur 971 = . 

Hf 



■E,E 
W 



qui est la réunion de sous-0£;-modules 



Par conséquent ^lii^ ^c'^'/' 

971 comme ci-dessus, est muni d'une action de 7ri(?7, r/)-'^. 

Dans le cas où / = {0} et 14^ = 1, le champ Cht^° ^ /H est simplement le 
champ constant G{F)\G{A)/ K^E sur X \ N (grâce â l'hypothèse que G est 
déployé, en général c'est un champ constant égal â une réunion finie de quotients 
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adéliques pour des formes intérieures de G). En fait on a un isomorphisme 

ChtS°» ,1 /S = ( Cht«°», /h) X,, (X X N) 

(qui est l' isomorphisme de coalescence associé à C : — )► {0}) et d'autre part 
Ch.t^^^^\/E est égal au champ constant G{F)\G{A) /K^'^ sur Spec(Fg). Donc 

In^^Dil'^^^^j^^ _ = Cc{G{F)\G{A)/KnE,E) et on montre que 

(0.16) {^}l^KNmi\T = Cr^G{F)\G{A)/Kr,E,E). 

En général l'heuristique concernant la cohomologie des chtoucas est la suivante. 

Quitte à remplacer ^ lii^ ^c'^t ^ V^'^ un sous-quotient (ou par exemple 

par la "cohomologie cuspidale" de | Var04] ) et en négligeant toutes les subtilités 
liées aux L-paquets et aux multiplicités d'Arthur (en prenant par exemple G = 
GLr), on espère une égalité 

(0.17) = 0(^^)''" ® ^^em)^ 

équivariante pour les actions de TTi{ri,fj)^ et des opérateurs de Hecke T(/) pour 
/ G Cc{K]\[\G{A)/KM,Qe), et compatible avec les isomorphismes de coalescence. 
Dans le membre de droite la somme porte sur les représentation cuspidales {H„, tt) 
dont le caractère central est trivial sur S, et cr : tti{X \ iV, rj) — )■ G{Qi) est le 
paramètre de Langlands associée à vr. On renvoie à |Laf02at ILau04l INBCOGa] et 
notamment à la conjecture 2.35 de |Var04) pour des énoncés plus précis. Dans le 
cas où / = {0} et ly = 1, l'heuristique flO.lTp devient 

(0-18) (liiïiKf{f}f|_)"' = ©(^^) 



Grâce à fl0.16p le membre de gauche est l'espace des formes automorphes cuspi- 
dales, donc l'heuristique flO.lSp est vraie si on néglige les multiplicités d'Arthur 
dans le membre de droite (en particulier elle est vraie pour G = GLr). 

Soit X : 1 — î- Ç^ieiWi et ^ : Ç^ifzjWi — )■ 1 des morphismes de représentations de 
G et (7î)îg/ G 7ri(?7,?î)^. On va définir un opérateur 

Si,w,.M.r ■■ CrnG{F)\GiA)/K^E,E) ^ CrnG{F)\G{A)/K^E, E) 

tel que dans l'heuristique fl0.17p et (10. 18p . la restriction de Si^w,x,^,('yi)i^i à 
(H^)^^ C G^'''P{G{F)\G{A)/KNE,Q'i) doive être la composée 

(0.19) (/7.)^- ''^) (i^.)^- ® ^^eIm). 

c'est-à-dire le produit par le scalaire (cr(7î))jg/ • x). 
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Un point technique nécessaire pour la construction de 5'/^vF,x,ç,{7ï)ig/ 
que l'image de l'homomorphisme de spécialisation 



est le fait 



(0.20) 



5p*:lh^JC°;|f/ 

Hf 



A(r?) 



V r arO,<u,'B,E 



contient 



lim :k^'^^'^'^ 



La raison est la suivante. Comme 



ëî^/, '^c,N,I,W 



Hf 



est la réunion de sous-0£;-modules 971 



(5 -r où 



est un sous-0£;-faisceau constructible de lii^ "^cni 



w 



stable par l'action 



des morphismes de Frobenius partiels, il suffit de montrer qu'un tel 971 est dans 
l'image de (10. 20 p . Soit /io assez grand pour que soit un sous-Oe-faisceau de 



arO,<tio,E,E 
•^c,N,I,W 



Soit fio un ouvert dense de tel que 



c,N,I,W 



soit lisse. Alors 



no 



(3 se prolonge en un sous-0£;-faisceau lisse de "^^'^^jÇî^^ 



Comme l'ensemble 



des Frob|^?|(A(77)) pour {rtiju^i G N''^ est Zariski dense dans X^, il existe 
(ni)ig/ tel que Hig/ Frob";j(A(?7)) soit inclus dans VLq. Donc <5|n,g,Frob^'j(7) 
inclus dans l'image de 

(0.21) 



n,g,Frob^|j(A(7j)) 



n.e/Frob;»j{r,^) 



pour n'importe quelle flèche de spécialisation sp : Hie/ ■F'^°^{i}(^^) ~^ 
J^jgj- Frob|^?|(A(r/)), et en particulier pour celle déduite de sp. Mais comme 
est stable par l'action des morphismes de Frobenius partiels, on en déduit que 
9Jt = (Sl — est inclus dans l'image de (I0.20p . 



On choisit une section ensembliste arbitraire 

Hf 



sp*)-^: (lii^5{°t/ 



w 



A{r?) 



On note ( : I {0} l'application évidente et on rappelle que l'on a l'isomor- 
phisme de coalescence Xc de (10.4p . 

On définit Si^w,x,£,,{'ri),^i comme la composée 

- du morphisme de création Cf.''^^ 

composée 

Hf 



associé à 1 — )■ CSie/VFi, qui est aussi la 



CrnG{F)\G{A)/K^E,E) = lh^:K°f^oli 



> ( lim:K°'=^^'"'^ 



iH^-^c,7v,{o},®.6/iy. 
- de l'homomorphisme de spécialisation 

Hf 



> ( lim TfO'^^*'^'^ 



sp- (lii^:K°fy 



E,E 



A (7?) 



w 



A(rj) 



Hf 
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de l'action de (7i)ie/ G vti (77,77)^ sur Uva^^^c]NJ^v 



- de la section 



(sp 



lim 



Hf 



A{r?) 



- du morphisme d'annihilation C^^ç 
composée 



associé à 0iQjWi — )■ 1, qui est aussi la 



'^■^C,N,I,m^eIW^ 



A(rj) 



^ limJ{°'-'''"'^ 



M(0 



> Ih^ ^'^l^gj^, _ = C,{G{F)\G{A)/K^E, E). 



L'opérateur 5'/,iy,x,ç,(7i),6/ dépend pas du choix de (sp*) ^ car pour h G 
Q"^P(G(F)\G(A)/i^A^S,i;) ethe G^{G{F)\G{A)/ K^E, E) on a 



ou 



G{F)\G{A)/Kn^ 



eg| : c.(G(F)\G(A)/ir^H,E) -, ^^^XiZ.w:^^ 

de création défini exactement comme C^'}^^ en remplaçant x par ^ et Kljg/M/j 
par lEIjg/Wj*'^ (où est un automorphisme de G agissant par t 1— > t^^ sur un 
tore maximal, et W*' est la représentation contragrédiente composée avec 



hSi,w,.M,Ah) = (sp*(eg|(/.)), (7.).e/ ■ (5p*(eg^(/^)))) 



A{r?) 



est un opérateur 



(.,.) est un accouplement naturel entre J-C^'^'^^^^ et 3-C°'^'^''^^^^., ren- 



dant CÎ.'^;^ et C^'^f adjoints l'un de l'autre. 



L'opérateur Si^w,x,£,,{'yi)içi commute aux opérateurs de Hecke. Donc grâce à 
flâTGj) son image est incluse dans G^'''p{G{F)\G{A)/KnE, E). 

Les opérateurs Si^w,x,s.,{'yi)iei généralisent les opérateurs de Hecke aux places 
non ramifiées. Plus précisément soit v une place dans |X| \ |A^| et un point 

géométrique au-dessus de v. On choisit un plongement F G F^,. On note 1 



V (g) V* et V (g) V* 



> 1 les morphismes évidents. Alors pour ci G N et 7 G 



Gal(F^/F^) C Gal(F/F) tel que deg(7) = d, 

(0.22) 5'{i_2},yKV*,<5y,evy,(7,i) ne dépend que de d et est égal à T{hv^v) si (i = 1, 

où hv,v G Cc{G{Of^)\G{Fv) /G{OfJ), Oe) la fonction sphérique associée à V (ou 
si l'on préfère au caractère xv) pai^ l'isomorphisme de Satake. Cela est conforme 
à l'heuristique flO.lQp car (ev^, (o"(7), l)5v) = Xv{<^{l))- 

La preuve de fl0.22p est la suivante. On montre que S^i^2},vmv*,Sv,evv,iy,i) ^^t 
égal à l'opérateur 

S^^l : G,iGiF)\GiA)/KNE,E) ^ Ce(G(F)\G(A)/i^;vS, E) 
défini comme la composée 
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du morphisme de création C 
composée 



c,N,5v 



associé à 1 — ^ V ®V* , qui est aussi la 



C,{G{F)\G{K)/K^E,E) = ln^:K°'^;;ou 



^ limJ{°'-^'^'^ 



Aiv) 



- de la restriction à A(t;) de l'action de f''^^^^'"^'^ sur lim JC^'-'^'"'^ 



A{v) 



- du morphisme d'annihilation C/tvcvv 
la composée 



associé kV ®V* -^^^ 1, qui est aussi 



lim T-T' 

'^c,N,{l,2},VmV 

lim:K°'-'''-'^ 



A(Î7) 



liiji ^c,N2o},vm 



G,iGiF)\GiA)/Kr,E,E). 



D'autre part 5*^^ est égal à 5*^,^, défini précédemment et l'égalité 



(0.23) 



4!i = T{hv,v) dans End{G,{G{F)\G{A)/KNE,E)) 



découle donc de (10. 9p . On pourrait calculer Syl pour les autres valeurs de d mais 
dans la mesure où V est arbitraire cela n'apporterait rien de plus. 

Les opérateurs Si^w,x,£,,{'yi)içi commutent entre eux et commutent à tous les opé- 
rateurs de Hecke. Ce sont des endomorphismes de G^'^^^{G{F)\G{A)/Kn'E, E), 
qui est dimension finie. On note 'Bn,'e,e la sous-algèbre commutative 
de End{G^^^^{G{F)\G{A)/ KnS, E)) engendrée par tous les opérateurs 
Si,w,x,^,{'yi)i^i- On ne sait pas si SjVH,^; est réduite mais on obtient néanmoins 
une décomposition en espaces propres généralisés (ou "espaces caractéristiques") 

GrnGiF)\GiA)/K^E,Q'e) = 0^. 

où la somme directe porte sur les caractères v de Sath.e- Cette décomposition 
est préservée par tous les opérateurs de Hecke. On montre ensuite qu'à chaque 
caractère v de Sjv,h,£; on peut associer un unique paramètre de Langlands, c'est- 
à-dire une unique classe de conjugaison par G(Q^) de morphisme a : Gal(F/F) — )■ 
tel que 

(Cl) a est à valeurs dans G{E'), où E' est une extension finie de Q^, et il est 
continu, 

(C2) a est semi-simple, c'est-à-dire que l'adhérence de Zariski de son image 
est réductive, 

(C3) pour J, W,x,C,, {li)i<^i comme ci-dessus, on a 



PARAMÈTRES DE LANGLANDS ET G-CHTOUCAS 



15 



De plus on montre que a se factorise par vti {X N,ri). 

Les conditions (Cl) à (C3) caractérisent a de manière unique à conjugaison 
près par ^(Q^), car 

- les fonctions {gi)i^i {gi)i^i ■ x) que l'on obtient en faisant varier W , 
X, et ^ sont exactement les fonctions sur le quotient grossier de {G)^ par la 
multiplication à gauche et à droite par G diagonal, 

- en prenant / = {0,...,n} ce dernier quotient grossier s'identifie au quotient 
grossier {G)"' //G où G agit par conjugaison diagonale, 

- si r est un groupe profini (en l'occurence Gal{F / F)) une classe de conju- 
gaison de morphismes continus semi-simples o" : F — )■ G{Qe) est déterminée 
par la donnée pour tout n et toute fonction / G 0{{G)"' //G) de la fonction 
continue (7i,...,7„) ^ /(cr(7i), ct(7„)) sur T". 

Dans le dernier point il suffit en fait de connaître la fonction (7i,...,7„) H- 
/(cr(7i), (t(7„)) pour n assez grand (en fonction de a, ou de u) et pour / 
parcourant un système fini de générateurs de l'algèbre Q{{G)^ //G). Ces données 
caractérisant a à conjugaison près consistent donc en un nombre fini de fonctions 
dans G {Gci\{F / F)"^ , E) où n est assez grand et E est une extension finie de Q^. 
Non seulement ces données caractérisent a à conjugaison près mais à partir d'elles 
on peut construire a : GaX{F / F) — )■ où E' est une extension finie de E. 

Pour justifier tout cela on utilise un certain nombre de relations naturelles 
vérifiées par les opérateurs Si^w,x,i,('^i)i^ji et un résultat de Ricliardson selon lequel 
les G-orbites fermées définies sur dans (G)" (qui sont en bijection avec les 
points sur du quotient grossier (G)"' //G) correspondent exactement aux classes 
de conjugaison par G{Qg) de n-uplets {gi,...,gn) G GlQi)^ semi-simples (c'est- 
à-dire tels que l'adhérence de Zariski du sous-groupe engendré par gi, ...,gn soit 
réductive). 

Finalement on obtient une décomposition canonique 
(0.24) GrnGiF)\GiA)/KNEM) = 0^. 

indexée par des paramètres de Langlands, c'est-à-dire des classes de conjugaison 
par G(Q^) de morphismes a : 7ri(X \ A^,7î) G(Q^) vérifiant (Cl) et (C2). 
L'égalité f l0.23p exprime alors que cette décomposition est compatible avec l'iso- 
morphisme de Satake en toutes les places de X \ A^. Cette décomposition est 
certainement plus fine que celle obtenue par la diagonalisation des opérateurs de 
Hecke aux places non ramifiées (ou même par les classes d'isomorphismes de re- 
présentations de Gc{Kn\G{A)/ KN,Qe))- En effet en supposant que les exemples 
de |Bla94[ |Lap99| s'étendent aux corps de fonctions, il existe pour les formes au- 
tomorphes cuspidales de certains groupes G (même déployés) des multiplicités 
dues au phénomène suivant. Il y a des exemples de groupes finis F et de mor- 
phismes r, r' : F — 7- ^(Q^) tels que r et r' ne soient pas conjugués mais que 
pour tout 7 G F, r(7) et r'(7) soient conjugués. On s'attend donc à ce qu'il 
existe p : Gal{F/F) — )■ F surjectif et {Ht^,tt) représentation de G(A) telle que 
{Hj^)^'^ apparaisse à la fois dans io^op et dans iOr'op- Jusqu'à présent, le seul 
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moyen permettant de distinguer ces copies de vr était le programme de Langlands 
géométrique. Les exemples de Blasius et Lapid sont pour G = SLn, n > 3. On 
renvoie à |Lar94[ ILar96) pour une liste des groupes G pour lesquels des exemples 
r, r, t' comme ci-dessus existent. Par ailleurs S. Wang |Wan07] donne un exemple 
(r, r, r') comme ci-dessus, mais avec F semi-simple connexe. 

L'idée de caractériser les classes de conjugaison de représentations de groupes 
de monodromie par un nombre fini d'invariants numériques semble remonter à 
Poincaré. Dans |Poi84] il considère une équation différentielle linéaire sur — 
{xq, ...,Xn} dont les coefficients sont des fonctions rationnelles et dont l'espace 
des solutions est localement de dimension r. Poincaré caractérise les classes de 
conjugaison par GLr{C) des représentations de monodromie par les polynômes 
caractéristiques d'un nombre fini d'éléments de 7ri(P^ — {xq, Il note que les 

polynômes caractéristiques des éléments de 7ri(P^ — {xq, ...,Xn}) qui sont conju- 
gués à un petit cercle autour d'un des Xi se calculent de façon locale (un peu 
comme pour les Frob^, dans notre problème) alors que les autres invariants sont 
globaux. Comme 7ri(P^ — {xq, ...,Xn}) est un groupe libre à n générateurs, les 
invariants numériques considérés par Poincaré sont associés à des fonctions dans 
0{{GLrYI/GLr). C'est Hilbert qui a montré dans [HiT93] que l'algèbre 0{{GY//G) 
est de type fini. 

D'autre part les isomorphismes de coalescence pour les faisceaux ^^c'^'/'^vv^, 
ainsi que les propriétés vérifiées par les opérateurs Si^y/,x,i,{ii)iei ^^^^ ^^^^ 

aux structures de factorisation et à l'espace de Ran introduits par Beilinson et 
Drinfeld |BDn4) . 

Pour ne pas mélanger les difficultés, cet article est rédigé dans le cas où G 
est déployé, et le paragraphe [10] explique les modifications à apporter pour les 
groupes non déployés. 

Le plan de cet article est le suivant. La première partie est consacrée essen- 
tiellement aux morphismes de création et d'annihilation. Les paragraphes [T] à 
[3] rappellent la définition et les propriétés élémentaires des espaces de modules 
de G-chtoucas. En particulier les paragraphes [T] et [3] reprennent presque mot à 
mot des parties de l'article |Var04] de Varshavsky. Le paragraphe H] contient la 
construction des morphismes de création et d'annihilation. Le paragraphe |5] est 
consacré à la preuve de l'égalité (10. 9p . Dans le paragraphe |6]on montre les relations 
d'Eichler-Shimura. 

La deuxième partie fait intervenir les actions des groupes de Galois. 
Dans le paragraphe [7] on utilise les relations d'Eichler-Shimura pour munir 



construit les morphismes >S'/^vv',x,ç,{7,)ig/ et on étudie leurs propriétés. On en 
déduit dans le paragraphe [9] la décomposition (10.24p . Le paragraphe [TU] apporte 
les modifications nécessaires pour traiter le cas des groupes non nécessairement 
déployés. Dans le paragraphe [TT] on entreprend l'étude de l'action des opérateurs 
de Lefschetz sur la cohomologie des champs de chtoucas, dans le but de construire 
les actions des SL2 d'Arthur. Le paragraphe [12] contient quelques questions 




d'une action de Tii{ri,riy . Dans le paragraphe [8] on 
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sur la cohomologie cuspidale de Varshavsky. Enfin le paragraphe [13] indique les 
modifications nécessaires pour traiter le cas des groupes métaplectiques. 
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Notations et conventions 

Les notations et conventions suivantes reprennent celles de | Veir04] . 

1) Soit G un groupe réductif connexe déployé sur un corps fini ¥g, G"^""^ le 
groupe dérivé de G, G^'^ le revêtement simplement connexe de G'^^^ , G'"^^ := G/G'^'^^ 
l'abélianisé de G, et G^'^ le groupe adjoint de G. Soit B D T D Z un sous-groupe 
de Borel, un tore maximal et le centre de G, respectivement. On note B^'^ D 
T^'^ D Z^'^ les sous-groupes correspondants de G^'^, et de même pour G'^'^'' et G'^'^. 
On note X*{T),X^{T) les groupes des poids et copoids de G, et X^{T), X^{T) 
les sous-ensembles de poids et copoids dominants. Les poids (resp. copoids) de G 
sont munis de l'ordre (standard) suivant : Ai < A2 si et seulement si la différence 
Al — A2 est une somme de racines (resp. coracines) simples de G. On adopte 
des notations semblables pour G^^, G'^^'^ et G^'^. On note p la demi-somme des 
coracines positives de G. On note G le groupe dual de Langlands de G, considéré 
comme un groupe réductif connexe déployé défini sur Q^. Pour toute extension E 
de on note G^; le groupe algébrique défini sur E et G{E) les points à valeurs 
dans E. Les représentations irréductibles de G^; sont en bijection avec X^{T). 

2) Pour tout poids dominant A de G on note Vx le module de Weyl de G de 
plus haut poids A. 

3) Pour tout schéma fini sur F^, on note 0^ := ¥g[N]. 

4) Soit X une courbe projective lisse géométriquement irréductible sur ¥q. On 
note F le corps des fonctions rationnelles sur X. Pour tout point fermé v de X, on 
note 0„ l'anneau complété du faisceau structurel en v, F^ son corps des fractions 
et k{v) son corps résiduel, de sorte que v = Spec(A;(f )) est un sous-schéma de X. 
On note A = ]^ l'anneau des adèles. On note rj = Spec(-F) le point générique 
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de X. Pour tout ensemble fini / on note le corps des fonctions de et 
7]^ = Spec(-F'^) le point générique. 

5) Pour tout S'-point x d'un schéma X, on note r^, C X x S* le graphe de x. 

6) Sauf mention du contraire, E désignera une extension finie de contenant 
une racine carrée de g, et 0^; son anneau d'entiers. 

7) Pour tout champ sur un corps fini Fg, on définit le faisceau d'intersection 
IC^ comme le prolongement intermédiaire du i?-faisceau pervers constant sur un 
sous-champ ouvert "^^ de V tel que le champ réduit correspondant (y°)rcd soit lisse. 
Ce faisceau d'intersection IC^ est normalisé pour être pur de poids 0. Cependant 
on se trouvera souvent dans une situation où IC^ est localement acyclique relati- 
vement à un morphisme de ^ vers une base lisse (qui sera typiquement {X \ A^)-'^ 
pour les champs de chtoucas et {X \ A^)^ x Bunc.Ar pour les champs de Hecke), 
et où on normalisera le degré et le poids de IC^ relativement à ce morphisme. 

8) Pour tout champ sur F g, on note Froby/p^ : V — )■ V le morphisme de 
Frobenius absolu sur Fg. On notera souvent Froby ou simplement Frob au lieu de 
Froby/F,. 

9) Pour tout champ 5* sur et pour tout faisceau cohérent ou pour tout G- 
torseur 5" sur X x S*, on écrira '^J' au lieu de (Idx x Frob5)*(5'). On adopte une 
notation semblable pour les morphismes. 

10) Dans tout cet article une catégorie tensorielle sur un corps (commutatif) k 
de caractéristique est, comme dans |Del90] . une catégorie abélienne fc-linéaire 
T, munie d'un foncteur ® : T x T — )■ T, et de contraintes d'associativité et de 
commutativité, vérifiant un certain nombre d'axiomes, dont l'existence d'un objet 
unité 1 tel que k = End(l), et la rigidité, c'est-à-dire l'existence d'un dual de 
chaque objet. La liste des axiomes figure dans le paragraphe 2.1 de |Del90) . 

11) On adopte les conventions du paragraphe 1.1 de |Del80] concernant les 
y4-faisceaux constructibles, pour A = Oe,E ou Q^. Tous les A-faisceaux consi- 
dérés dans cet article seront constructibles. On ne considérera jamais les limites 
inductives autrement que comme des systèmes inductifs abstraits, sauf dans le 
cas suivant : si lim3^^ est un système inductif de A-faisceaux constructibles sur 

une variété Yetx est un point géométrique de Y, Ih^^"/^!- sera considéré comme 
un A- module, muni d'une action de 7ri(a;,x). 

12) Si k est un corps, k désignera une clôture séparable. 

Première partie : chtoucas et morphismes de création et 
d'annihilation 

1. Champs de G-chtoucas 

Ce paragraphe est entièrement extrait de | Var04| . avec quelques adaptations 
nécessaires pour la suite de l'article. 

Soit G un groupe réductif connexe déployé sur un corps fini F g. Soit X une 
courbe projective lisse géométriquement irréductible sur Fg. 
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Soit Bunc le champ classifiant les G-torseurs sur X, c'est-à-dire que 

BunG'(>S') = {G— torseurs sur X x 5*, localement triviaux pour la topologie étale}. 

D'après le théorème 2 de [DS95] tout G-torseur sur X x S devient localement 
trivial pour la topologie de Zariski de X x S après un changement de base étale 
convenable sur S. 

Si est un sous-schéma fini de X on note Bun^Ar le champ classifiant les 
G-torseurs sur X avec structure de niveau N, c'est-à-dire 

EnncAS) = {S G BnnG{S),tP : g|^^^ ^ G^ x S}. 

Les composantes irréductibles de Bun^ ne sont pas de type fini mais Bun^ est la 
réunion d'ouverts définis par troncature sur le polygone de Harder-Narasimhan 
de S, et dont les composantes irréductibles sont de type fini : pour tout fi G 
X*(T^'i) ® Q, on note 

Bun^'^(5') = {S G BunGr(5')|pour tout point géométrique s & S, 
toute 5-structure S sur S, et tout A G X;(T^'^), deg^A < (/i, A)}, 

où "Bx est le fibré en droites correspondant. D'après le lemme A. 3 de | Var04] . 
Bun^^ est ouvert dans Bun^. Pour tout N, on dénote par Bun^'^ l'image in- 
verse de Bun^^ dans Bun^r tv- On omettra souvent la lettre G dans les notations 
précédentes. 

Lemme 1.1. / ]BD99] et lemme 2.2 de |Var04] ) L'ensemble des com- 
posantes connexes ttq^Buug) de Buug est canoniquement isomorphe à 
Hi{G) := X^,{T) / X^:{T^^) (qui lui-même est canoniquement isomorphe au groupe 
des caractères de Z{G), où G est le groupe dual de Langlands). □ 

On notera tcq l'application canonique Buug — ttoIBuug) = tti{G), et par 
[u] G 7ri(G) la classe de a; G X^,(T). 

La définition suivante généralise légèrement la définition 2.4 de | Var04] . de la 
façon indiquée par la remarque 2.7 c) de | Var04] . 

Définition 1.2. a) Soit / un ensemble fini, G N et Ji,...,/^ des parties de / 
telles que {/i, Ik} soit une partition de /. Soit N un sous-schéma fini de X. On 

note Heckej^Y '^''^ 1^ champ tel que pour tout schéma S sur F^, }iecke^^^j"'^''\S) 
classifie les triplets consistant en 

i) des points Xi G (X \ N){S) pour i & I, 

ii) (So, V'o), (Sfc, i'k) G BunG,Ar(5'), 

iii) pour j G {1, ...,k}, un isomorphisme 

■ Si-i|(xx5)x(Ug,^r,j ^ ^■'■|(Xx5)x(Ue7^,r,,)' 

préservant les structures de niveau (c'est-à-dire que o = 
On omet X de la notation quand X = 0. 

b) Pour tout J-uplet u = {uJi)i^i de poids dominants de G, on note 
Hecke^Yùj^*'' 1^ sous-champ fermé de Heckej^Y défini par la condition que, 
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pour j G {l,...,k} et i G Ij, la "position relative" de 0j(Sj-i) par rapport à Sj 
en Xi est inférieure ou égale à Ui au sens suivant : 

iii)^ 4>j{{9j-i)vJ C {Sj)vx{J2ieIJ(^'^i)'^^^) P°^^ P°i^*^ dominant A of G; 

iii')^ 7ro((Sj-i)s) - 7ro((9j)s) = Eîg/j P°^^ P°"^^ géométrique s e S. 

Remarque 1.3. Heckej^Y dépend de l'ordre des parties Ji, ...,Ik, c'est pour- 
quoi on écrit (Ji, J^) et non {/i, J^}. Dans la suite on dira que (/i, 7^) est 
une partition de I. 

D'après le lemme 3.1 de | Var04| . Hecke^Yu'^''^ champ algébrique loca- 

lement de type fini sur ¥q. On renvoie à la remarque 2.5 de |Var04) pour plus 
de détails, notamment pour le fait que ce champ n'est pas toujours réduit. Cela 
n'a pas d'importance pour la cohomologie étale, mais on s'autorise à remplacer 
ce champ par son réduit dans les arguments utilisant l'existence d'un ouvert lisse 
dense. 

Le lemme suivant, dont l'énoncé est indiqué dans la remarque 2.7 b) de |Var04] . 
résulte des lemmes 3.1 et A. 12 de | Var04] . 

Lemme 1.4. On reprend les notations de la définition \l.êà Soit de plus j G 
{1, k — 1}. Alors le morphisme naturel 

(h,-,h) . Hecke^^^'-'^^^ ^ Hecke^^''-'^^''^^+^'-'^"^ 

qui consiste à oublier (9j,^j) Gt remplacer la donnée de (pj et (pj+i par celle de 
(f)j+i o (pj, est projectif, surjectif et petit. □ 

Remarque 1.5. En composant des morphismes comme dans le lemme précédent, 
on obtient des morphismes plus généraux de la forme suivante. Soit k' G {1, k} 
et (/{,.. .,/^/) une partition de / obtenue à partir de la partition (Ji,...,/^) en 
réunissant des parties dont les indices sont adjacents (c'est-à-dire forment des 
intervalles). Autrement dit on se donne des entiers = jo < Ji < ■ ■ ■ < jk' = k et 
on pose /', = M , < Ij. On considère le morphisme d'oubli 



qui envoie 



sur 



(So, V'o), {9k, Ipk), (01, 0fe)) 



{{Xi)iei, (So, -^o), -, (Sfc., ^fcO> (01, 0fc')) 

avec {9'j',ipji) = (Siy,'0jj.,) et (f)'j, = (f)j^, o ■■■ o Alors ce morphisme 

est projectif, surjectif et petit. Un cas particulier intéressant est le suivant : le 
morphisme 

consiste à ne garder que {xi)içi, (So,'0o), {9k,i'k) et 0^ o ■ • • o et à oublier les 
autres données. 
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Notation 1.6. Soit p le morpliisme Hecke^Y BunAr qui envoie 

{{Xi)i<zi, (So, ^o), (Sfe, i'k), (01, 0fc)) 

sur (ScV^o)- On note Hecke^Y Hecke^Yj^*'*'"'^ images inverses de 

Bunfl^ par p. 

La raison pour laquelle on utilise dans cet article les troncatures par le poly- 
gone de Harder-Narasimhan de So 6st qu'elles sont préservées par les morphismes 
d'oubli -K^V-'i^y 

Définition 1.7. Soit Qr^^^''"'^*'^ (resp. Gr^^Y '^*'') 1^ champ classifiant les mêmes 
données que Heckef^'-'^'^^ (resp Hecke^Y'"^"^), plus une trivialisation de S^. On 
appelle Gr^^^' "'^*^ la grassmannienne affine globale (sur X^). 

Construction 1.8. Soit S un schéma et (xj)jg/ une famille de ^-points de X. 

Soit V un ouvert de X x 5* contenant [J^^jT^.. Alors un point de Gi^l^' ''^''\S) 
au-dessus de (a;j)jg/ équivaut à la donnée 

- de G-torseurs So, Sfc sur V , 

- d'isomorphismes 0,- : %.,\^^^^^^^^^^^^ ^ S, j^^^^^^^^ ^^^^ 

- et d'une trivialisation 9 : 9fc —> G sur V . 

En effet pour tout j G {0, /c}, on prolonge 9j en un G-torseur sur X x S* en le 
recollant sur V \ [ji^zi avec le G-torseur trivial sur (X x 5) \ [j^^i r^. - , grâce 
k 9 o (j)^ o ■ ■ ■ o 0j_(_i. Quand on fera référence à cette construction on dira que le 

S-point de Qx^l^''"'^^^ est associé à ((xi)^^/, So Si ^ ■ ■ ■ Sfe~i ^ Sfc, 9). 

La grassmannienne affine globale a été introduite par Beilinson et Drinfeld 
[BD99] et joue un rôle fondamental dans l'équivalence de Satake géométrique 
|MV07] (voir aussi |Gai07] ). La fibre de Gi'^P en un point {xi)i^i G X^ est le 
produit des grassmanniennes affines usuelles en les points de {xi,i G /}. Le cas 
particulier où jjJ = 2 est traité en détail pour l'étude du produit de fusion dans 
|MVn7j . 

On va présenter une généralisation de la construction ll.8[ où V est remplacé 
par un voisinage étale de IJ^^^ Vr^.. 

Construction 1.9. Soit S un schéma et (xj)jg/ une famille de S'-points de X. 
On se donne un morphisme étale /3 : V — )■ X x S" et des sections pj : S" — > V pour 
i G / vérifiant /3 o = (xj, Id) : S" — )■ X x S* ainsi que la condition 

(A) pour ï, j G /, l'image de (pj, ij) : S V xV est incluse dans l'ouvert de 

V xV complémentaire du fermé 

{{v,w)eV X V, Piv) = /3{w),v ^ w}. 

On note V le voisinage formel de Ui^i^i{S) dans et X x S* le voisinage formel 
de Uig/F^. dans X x S*. La condition (A) assure que /3 induit un isomorphisme 

de V vers X x 5*, qui identifie IJî6/?«('S') et Uig/^xi. 

Alors un point de Gt\^^'"''^''\S) au-dessus de (xj)jg/ équivaut à la donnée 
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- de G-torseurs Qo, Sfc sur V, 

d'isomorphismes 0,- : S,~i|^,u,.., ^ ^^\v^\J.,,^Msy 

- et d'une trivialisation 9 : 9k G sur l^. 

En effet pour tout j G {0, k}, 6*00^0- ■ ■o(j)j_^^i : Sj — >■ G fournit une trivialisation 
de sur \ [Jiei'^ii^)- ^ équivalence entre les données suivantes 

(i) un G-torseur sur V muni d'une trivialisation sur V \ IJî6/f«('^) 

(ii) un G-torseur sur V muni d'une trivialisation sur V \ IJie/fi('S'), 

(iii) un G-torseur sur X x S muni d'une trivialisation sur X x S \ Uie/ , 

(iv) un G-torseur sur X x S muni d'une trivialisation sur X x S \ Uie/ • 
Les assertions (ii) et (iii) sont équivalentes parce que /3 induit un isomorphisme 

de V vers X x S, qui identifie [J^çJ^i{S) et Uie/r^.. Pour montrer l'équivalence 
entre (i) et (ii) (respectivement entre (iii) et (iv)) on applique à V (respectivement 
à X X 5") le théorème 2.12.1 de [BD99] qui est une généralisation du lemme de 
descente de Beauville-Laszlo |BL95J . Bien que ce théorème concerne les modules 
cohérents, on peut l'appliquer ici car un G-torseur est un foncteur de la catégorie 
des G-représentations vers celle des fibrés vectoriels (cf la preuve du théorème 
2.3.4 de |BD99| ). Quand on fera référence à cette construction on dira que le 
S-point de Gr^^^''"'^*"^ est associé à 

So ^ Si ^ • ■ ■ Sfe-i ^ 9k, P, (Pi)ie/, 0) ■ 

Remarque 1.10. Soit ( : I ^ J une application surjective. Soit f/ç l'ouvert de 

X^ formé des (Xî)jg/ tels que Xi ^ Xj si ((i) ^ C(j)- Alors Gr^^^ et Yljej 

sont canoniquement isomorphes au-dessus de f/ç, et il en va de même pour 

GrîXo.ez n,ej Gr[li|JJ.jj|(^^) . Plus généralement si {h,..., h) est une 



partition de J, alors Gr/^'-'^'^^ et n^eJ ^^-['({^^{^^^^'■■■'^'''^"'"^"^ sont canoni- 
quement isomorphes au-dessus de f/ç, et il en va de même pour Gr^';-)J^^ et 

T-r p^(^inC-M{j}),-,4nC-H{i})) 
lljgj^VH{i}),KW-i(0}) 

Voici la définition des champs de G-chtoucas. 

Définition 1.11. Soient / un ensemble fini, A; G N et (/i,...,/^) une partition 
de /. Soit un sous-schéma fini de X. On note Cht^Y '^''^ (resp. Cht^YZi'^*^ 
Chtj^Yj^''^'"^) le champ classifiant les mêmes données i)-iii) que Hecke^Y 
(resp. Hecke^Yj^*^ Hecke^Y^j'^'"^'"'^) pl^^ un isomorphisme a : ^So 9k, préser- 
vant les structures de niveau, c'est-à-dire que ^pk ° c"|7Vx5 ~ ""^O" notera 

(1.1) l'illjf^ ■ Ch^Nr'"^ Heckeî;:;-'^'^) 

le morphisme tautologique qui consiste à oublier a. 
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Autrement dit Cht^yY ' 1^ champ tel que pour tout schéma S sur ¥g, 

Cht^Y '^'"^('S') classifie les données 

(1.2) (So, V^o) ^ (Si, ^i) ^ ■ ■ ■ ^ {9k-i, i^k-i) ^ C%, >o)) 

avec 

i) Xi G (X \ N){S) pour i e I, 

ii) (9o, V^o), (9fc-i, V'fc-i) e BunG,Ar(S'), 

iii) en notant (Sfc,^fc) = (^So/^o), pour j G 

est un isomorphisme tel que ijjj o 'pjlj^^g = tpj-i- 

De plus ChtjiY;.'^"^ est le sous-champ fermé de Cht^^j' défini par la condition 
que, pour j G {1, fc} et i G Ij, la "position relative" de 0j(Sj) et en est 
inférieure ou égale à Ui au sens des conditions iii)^; et iii')çj de la définition 11.21 
Enfin Cht^^j'^'^'"'''"'^ est le sous-champ ouvert de Cht^Yj^'''' défini par la condition 
9o e Bun|''. 

Remarque 1.12. a) Les champs Cht^Y Cht^^^'^''^ Chtj^Yj^'"^'"^ ^o^t mu- 
nis d'une action naturelle du groupe G{On), qui consiste à remplacer ipj par goi/jj 
pour tout j G {0, k} et pour g G G{On), sans changer les autres données. 

b) Lorsque G = GLr, / = {1, 2}, Wi = (0, . . . , 0, —1) and (X'2 = (1, 0, . . . , 0), les 
champs Cht^ j^^^-^'' et Cht^^'^j'^^^^ sont les champs de chtoucas à droite (resp. à 
gauche) introduits par Drinfeld. Les troncatures ne sont pas les mêmes que dans 
|Laf02aj mais les systèmes inductifs sont comparables. 

c) Dans le cas b), Xi et X2 sont le pôle et le zéro du chtouca. 

Notation 1.13. En général les Xj pour z G / seront appelés les pattes du chtouca 
et on notera 

p^iy''^ : cu^iy'"^ ^ (X X nY 

le morphisme correspondant, et pj^Y '^''^'"^ sa restriction à l'ouvert Cht^Y 

Définition 1.14. Un J-uplet u = {ui)i^i G X^^iTY est dit admissible si Xlig/'^î 
appartient à X^(T^^), c'est-à-dire que Ejg/Wj] = dans tti{G). 

Remarque 1.15. Les J-uplets de copoids dominants de G sont en bijection 
canonique avec les J-uplets de poids dominants de G et donc avec les J-uplets 
de représentations irréductibles de G. Par cette bijection, les J-uplets admissibles 
correspondent aux J-uplets de représentations irréductibles de G dont le produit 
tensoriel est trivial sur Z{G). 

La proposition suivante, qui généralise les propositions 2.3 et 3.2 de |Dri87] . 
est la proposition 2.16 de |Var04) . 

Proposition 1.16. (variante de la proposition 2.16 de |Var04| j a) Cht^Y^^'"'' 
est un champ de Deligne-Mumford sur {X \ N)^ , localement de type fini. De plus 
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les composantes connexes de Cht^^J^'"^'"'^ ■^^'^^ quotients de schémas quasi- 
projectifs sur {X \ A^)-^ par des groupes finis, et sont des schémas quasi-projectifs 
si dim(OAr) est assez grand par rapport à fi et u. 

h) Chtj^Yj^'"'' (f^^sp. Cht^^f est un revêtement galoisien fini étale de 

c) Si J est une partie de I telle que = pour i E I \ J, alors en notant 
Ji = liClJ pour i G {1, ...,k}, le champ Cht^^J^''^ ^■^^ canoniquement isomorphe 
au produit de {X \ iV)^"""^ avec Cht^^^y^^y^^, 

d) Si ùOi = pour tout i G I, alors Cht^Y^j'^*^ canoniquement isomorphe au 
produit de {X \ A^)-^ par le champ discret BunAr(Fq). 

e) Chtj^Yj^''^ '^^'^ '^'''^^ seulement si u est admissible. 

Démonstration. Tout est dans la proposition 2.16 de | Var04] . sauf c) qui est 
évident. On remarque que grâce à c), d) résulte du cas particulier de d) pour / = 0, 
à savoir que Chtj^0Q est canoniquement isomorphe au champ discret Bun7v(Fq). 

□ 



Construction 1.17. Soit, comme dans la remarque 11. 5 [ (/{,..., /^,) une partition 
de / obtenue à partir de la partition (/i, Ik) en réunissant des parties dont les 
indices sont adjacents, c'est-à-dire qu'on se donne des entiers = jo < Ji < 
■ ■ ■ < jk' = k et qu'on pose Jj, = IJ^- ^ <j<j , h- niême construction que dans 
remarque 11.51 fournit alors un morphisme d'oubli 

(/i,...,7fc) . pi . (/i,.-,-ffc) , pu^W'-'-'-ffe') 

qui consiste à garder {xi)i(zi, les (Sjy, V'jy) pour j' G {0, k'}, les composés des 
morphismes (pj les reliant, et a : ^9o ~^ Sk- 

Le théorème suivant, qui jouera un rôle fondamental, est une généralisation 
facile du théorème 2.20 de |Var04] . En gros il affirme que localement pour la 
topologie étale les champs de chtoucas sont isomorphes aux strates fermées cor- 
respondantes dans les grassmanniennes affines globales. Il généralise la démons- 
tration donnée par Drinfeld de la lissité du champ des chtoucas dans le cas b) 
de la remarque 11.121 On va donner une démonstration très proche de celle pré- 
sentée dans le paragraphe 4 de | Var04] . mais qui évite le recours au théorème de 
Drinfeld-Simpson (plus précisément le théorème 2 de |DS95| . mentionné au début 
de ce paragraphe). La motivation est la suivante : dans le paragraphe [TU] on aura 
besoin d'une généralisation du théorème ci-dessous au cas non déployé, alors que 
la généralisation du théorème de Drinfeld-Simpson au cas non déployé n'apparaît 
pas explicitement dans la littérature (voir le début du paragraphe [TU] pour une 
discussion à ce sujet). 

Théorème 1.18. (variante du théorème 2.20 de |Var04] ) Soit (/i,...,/^) une 

partition de I. Alors localement pour la topologie étale, Chtj^Yi^'^*"^ isomorphe 
^ nj=i ) gj. ■ -P^'î^s généralement si on se donne pour tout j G {1, k} un 
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entier m j G N* et une partition ( i, Jj^^^.) de Ij, alors en notant {Jj.i)j,i la 
partition de I égale à (Ji^i, Jl^i, J2,i, J2,m2, Jk,i, </fc,mJ, Chtî^;'j'^'' est 
isomorphe, localement pour la topologie étale, à 11^=1 ^^/ ^(L' ) ^^!™'' ^■ 

Plus précisément pour tout point y G Chtj^Yj^*'''? existe un voisinage étale 
Pi : Uy Cht^Yj^*^ y un morphisme étale P2 '■ Uy ^ 11^=1 ) g/ ^^^^ 

que les propriétés suivantes soient vraies. 

a) Pour tout j G {l,...,k}, on note p-!^ : Uy — t- Gr^ji'j^^y^^ la j^'^^- composante 
de p2. Alors on possède un diagramme commutatif 



;i-3) Ch^ï:^^>^Uy^Gr^;^^,^^^ 



{h,...,h) ^ PI TT nJ^i) 

fj ï 

OÙ fj est le morphisme qui à f ll.2p associe {{xi)i^i-, (Sj-i 5j)), Pi est étale et 
p'2 est obtenu par la construction suivante. 

On note = {xi{ii),i G Ij} et pour p G on pose Ij^p = {i G Ij, Xi{y) = p} 
de sorte que (/j_p)p£fp^. forme une partition de Ij. Alors il existe pour p G ^j 

- un morphisme étale /3j^p : Qj^^ X x U^, 

- des sections Pj : — î- Qj^p pour i G Ij,p vérifiant 

/3,,pO^, = {x,op>^,ld):Llj^^XxWy 

ainsi que la condition (A) de la construction \l .9^ 

- et une trivialisation dj^p sur Vlj^p de l'image inverse par (Idx xp^) o /3j,p de 

S', où ((xi)içi^, (S S')) désigne un point variable de Hecke^^^^^^ , 
de telle sorte que, grâce à l'isomorphisme de la remarquc M.llÀ entre les restrictions 
de Gi^j^j^^ y^^ et Ylpe^ ''(L ) g/. ^ l'ouvert adéquat de X^^ , soit le produit 

des morphismes ^ ''(L ) g/, définis en appliquant la construction \1.9\ à 

((a^.).e/,.„/3*p(Idx X]?i)*(S) 4 /3*p(Idx xp^,)*(g'),/3,,p, fe).^/,,, ^,,p). 

b) Pour tout j G {1, k} on se donne rrij G N* et une partition {Jj^i, Jj,mj) 
de Ij. Alors p2 se relève en un unique morphisme étale 

k 

■ - J=l 

vérifiant une propriété analogue à a) et respectant en particulier les positions 
relatives des G-torseurs en les points de Ujgj^jjxj} pour tous j et l. 
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Démonstration (variante du paragraphe 4 de | Var04) ) . On peut supposer sans 
perte de généralité que y est un point géométrique (c'est-à-dire défini sur un corps 
séparablement clos) et tous les points intervenant dans la démonstration seront 
des points géométriques définis sur ce même corps. 

Comme Clit^Yj^'''' ^^t un revêtement étale de Chï}'ll^"''^^\ et que Chtj^j'^^'' est 

un revêtement étale de Cht^'^^' formant un carré cartésien avec le précédent, 
l'énoncé ne dépend pas du niveau A^. On note 

y={{{x.{y)).^i)A%{y).Uy)) ^ ... ^ {%{y)My)) = C%{y)/My))) 

On choisit /i tel que So(l/)) 5k{y) appartiennent à Bun^'^ et on choisit assez 
grand pour que toute composante connexe de Bun^'^ soit un schéma (on peut 
toujours augmenter en des places où ne sont pas concentrés les Xi{y)). 

On commence par montrer a). Voici la construction de Uy et des morphismes 
Pi et p2. 

Soit j G {l,...,k}. On note = {xi{y),i G Ij} et pour p G ^j, on pose 
Ijp = {z G Ij,Xi{y) = p} de sorte que (/j,p)pefp^ forme une partition de Ij. Pour 

tout p G , on fixe un voisinage étale /3j,p : ( Vj-,p, tj^p) — )■ X x Bun^'^ de p x {y) et 
une trivialisation 6j^p sur Vj^p de l'image inverse par /3j^p du G-torseur tautologique 
sur X X Buncr. On fixe alors un voisinage étale aj : {Sj, Sj) — > X^^ x Bun^^' de 
{{xi)i(zj^, 9j{y)) et pour p G et z G /j,p, un morphisme : Sj — )■ Vj^p de telle 
sorte que 

- le diagramme 

S, V,,p 

X'^ X Bun§^ X X Bunl'^ 

est commutatif, avec pr^ : X^^ — > X la i'^™'^ projection, 

- pour p G les morphismes (Pi)îg/j p vérifient la condition (A) de la construc- 
tion Ol 

Par exemple on peut prendre pour Sj l'ouvert défini par la condi- 
tion (A) dans l'image inverse de la diagonale par le morphisme 
ripespj (^■.p)''^'''' ~^ (Bun^^)^-', et pour Sj l'image de Xpgsp^tjp par le mor- 
phisme diagonal Hp^qj^ Vj^p Rpe^p, (^i,p)^'''- 
On peut alors trouver 

- un ouvert de Zariski 

k 

w c Heckeîi;;;-^'^) Xn^.(x^-Bu„,)(n ^^■) 

qui contient {y, (si, Sk)) et qui est un schéma de type fini, 

- et pour j G {1, fc} et p G ^j un ouvert de Zariski 

Vj^p C {X XW) X(xxBunG) Vj,p, 
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tels qu'en notant 

{{xi)iei,{%,'4^o) ^ ■■■ {9k-i,ipk-i) ^ (Sfc,V'fc)) 

les composantes de la première projection W — )■ Hecke^^j J^'"'', pour tout j G 
{1, fc} et p G l'ouvert Vj^^ contienne l'image du morphisme 
fi = {{xi, Id), Pi o pr^.) -.W ^ {X xW) X(xxBunG) Vj,p 

(avec pr^- : W ^ Sj la j^^'^ projection). Les morphismes {fi)ieijp satisfont la 
condition (A) de la construction 11.91 On note Ùj^p la trivialisation de l'image 
inverse de 9j à Vj^^ qui se déduit de dj^p. On note $j^p : Vj^p X xW le morphisme 
étale qui se déduit de /3j^p. 

D'après la construction ll.9[ pour tout j G {l,...,k} et p G ^j, 

((xi)ie/^,p,Si-i|^^^ ^ Sj\y^^^Jj,p,Ôj,p) fournit un morphisme W Gt^I';^^)^^^^^^ 

et grâce à l'isomorphisme de la remarque 11.101 entre les restrictions de Gr^^^^^^^ ^^ 

et ripgsp Gr^^^'*'^^^^^^ à l'ouvert adéquat de X^^, le produit de tous ces 
morphismes définit 

k 



h2:W -^Y\ Gï^!'] , 



On pose alors 

et on prend pour p2 la composée de /12 avec la première projection. 

La preuve que p2 est étale repose sur le lemme suivant, qui est une généralisation 
facile du lemme 4.3 de | Var04| . 

Lemme 1.19. (variante du lemme 4-3 de |Var04j ) Soient W, Z, T des schémas de 
type fini sur ¥g. Soit h = {hi, : W Z xT un morphisme étale et f : W ^ Z 
un morphisme arbitraire. Soit 

V = {weW, hi{w) = Frobz(/(w))}. 
On suppose que Z est lisse sur ¥q. Alors h2 : V ^ T est étale. 

Démonstration (d'après la démonstration du lemme 4.3 de | Var04) ) . Comme 
l'énoncé est local pour la topologie de Zariski de V et donc pour celle de Z, on 
peut supposer qu'il existe un morphisme étale : Z — )■ A™. Comme V est ouvert 
et fermé dans 

V' = {w eW,(f)o hi{w) = FTohz{(j) o f{w))}, 

quitte à remplacer Z,hi, f par A*", (p o hi, (p o j\ on est ramené au cas on Z = A™. 

Quitte à remplacer T et par des ouverts de Zariski, on suppose que T est 
affine et que W est un ouvert de Spec (0(T)[xi, Xm, Vi, Un]/ (/i, fn)) sur 
lequel det(^) est inversible. On a noté 0(T) l'anneau des fonctions régulières 

sur T, de sorte que Z x T = Spec (^0(T)[xi, ...,Xm])- Alors V est donné par des 
équations gi, g^, où Qi est la différence entre Xj et une puissance q^™'^^ donc V 
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est un ouvert de Spec {OiT)[xi, ...,Xm,yi, Un]/ {fi, fn, gi, gm)) sur lequel 
la matrice 

est inversible, et /i2 : — )■ T est étale. □ 
Fin de la démonstration du théorème 11.181 Pour montrer que p2 est étale 
on applique le lemme 11.191 en prenant 

- W et h2 comme ci-dessus, 

- Z un ouvert de type fini assez grand de Bun^'^, 

- hi le morphisme défini par hi{w) = {Sk,'ipk) si 

^ = (So,^o) ^ ••• {9k-i,i^k-i) ^ (Sfc,V^fc)), (^1, •••,4)) 

- / le morphisme qui à w comme ci-dessus associe (So) V'o) 
et alors V = Uy. 

Le reste de a) est clair. Par exemple on prend pour un ouvert de Zariski de 
Hecke 1^^^ n x.„/,. „ , 5*,-, où Hecke 1^^^ n — )■ X^^ x Bunc est le morphisme 

qui à ((xi)ig/^., (S A S')) associe S')- 

On montre maintenant b). En répétant la construction précédente avec 

Hecke j^j'^^'' au lieu de Hecke j^Yj^*'*) quitte à rétrécir les ouverts, on obtient 
V = UyX^^ ChtS^YÎ,^'' et h2 = P2'''^''\ d'où l'on déduit que P2''^''' est 

N .1 .ui ' ' — 

étale. La construction même de p^2^''''^^'' entraîne qu'il préserve les positions 
relatives. □ 

Remarque 1.20. L'intérêt de préserver les positions relatives est que celles- 
ci fournissent des stratifications pour les faisceaux d'intersection sur Gr^^^ 
d'après |MVn7] (voir aussi [GâiÔT!). 

Soit E une extension finie de contenant une racine carrée de q. 

Notation 1.21. On note 10"^ (/, i,) le faisceau d'intersection de Chtl^^r'"'^'''' 

normalisé relativement au morphisme vers (X \ N)^ , et à coefficients dans E. On 
note IC^ (I, /j., le faisceau d'intersection de Hecke normalisé relative- 

ment au morphisme vers (X \ N)^ x Bun^ ^r. 

Le théorème 11.181 implique les deux corollaires suivants. 

Soit {II, Jfc) une partition de / et, pour tout j G {1, ...,k} soit rrij G N* et 
{Jj^i, Jj,mj) une partition de Ij. Comme dans le théorème 11. 18^ on note {Jj,i)j,i 
la partition de / égale à (Ji,i, Ji^^i, J2,i, J2,m2, Jk,i, Jk,mk)- 

On note 

k 

JJj.i)j.i . Chf^'^'-'^''' -4 TTHeckp^"^''''"''^'"'"^'' 
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le morphisme qui est la composée de 

avec le morphisme évident Heckej^j'^^'' — )■ H^i HeckeLV'/ ' z'"'"^'' consistant à cas- 

ser suivant les intervalles {l,...,mj} la suite de flèches, indexée par la réunion 
disjointe ordonnée {1, ...,mi} U • ■ ■ U {1, ...,mk} qui définit un point de l'espace 
de départ. 

Corollaire 1.22. (variante du c) du corollaire 2.21 de [Var04| ) On a un isomor- 
phisme canonique 

(1-4) >^±Li^ : ic^^^(^,,, - (75;^^;.,,,))* ( ^,.{1,...,.} ic;; 

□ 

Corollaire 1.23. (variante du corollaire 2.21 de |Var04] ) 

a) L'ouvert Cht^j^ o/Chtj^j^ formé des 

((Xi)i6/, (9o,V^o), (9i,^/'i),0i,(t) 
tels que les Xi soient deux à deux distincts et que la position de So P^^i" rapport 
à Si — ^So en Xi soit exactement oOi, est dense dans Chtj^j^. // est non vide 
si et seulement si uj_ est admissible. De plus pour toute partition (/i,...,/^) le 
morphisme d'oubli 

est un isomorphisme au dessus de cet ouvert et l'image inverse de cet ouvert est 
dense dans Cht^Yj^''^- 

b) Le champ réduit (Cht^j^)red esi lisse sur [X \ A^)^ de dimension relative 
Yli^iC^Pi^i) > où l'on rappelle que p désigne la demi-somme des coracines positives 
de G. De plus Cht^j^ est réduit, sauf si carFg = 2, et G a un facteur direct 
isomorphe à PGL2 ou P02m+i- 

c) Dans les notations de la construction \1.1% le morphisme d'oubli 

est projectif, surjectif et petit. Donc 

Construction 1.24. : Correspondances de Hecke. On note 
K]sr = Ker(G'(0) — )■ G(OAr)) le sous-groupe ouvert compact de G{A) 
associé à et K^^^ sa composante en une place v, de sorte que = Ylv ^n,v 
On a Kj^]^^ = G{Oy) pour tout v G |X| \ |A^|. Soit T C |X| un ensemble fini de 
places et g = {gv)v£\x\ ^ G{A) tel que g^ G Kn,v pour tout v ^ Alors g induit 
une correspondance représentable finie étale Tjsf{g) entre l'ouvert 



(^^(1^,,^)), := {p^ir'''Y\{X X (|Ar| U n Cht!i--^'=) 
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et lui-même. Cette correspondance ne dépend que de la double classe Kj^jgKi^i et 
si N' est un niveau tel que K^' (Z Kj^n gK^g'^ fl g'^K^g et |A^'| = \N\ UT, elle 
est donnée par le diagramme 

(1.5) 

Cht^^Vï;;^'^ /{{KNngKNg-')/KN,) 

Pri 



ChtSi^,;^ /((^v n g~'K^g)/KN,) 



Cht)^^; 



(V\(|Af|UX))^ 



pr2 



(V\(|Af|UÎ))^ 



De plus il existe /t (dépendant de g) tel que, pour tout la correspondance 
T^lg) ainsi que sa transposée envoient Cht^^j 



(/i,...,7fc),<M 



(Vx(I7V|UÎ))^ 



dans 



chtîiY;.''"^'-''^" 

' '- ix^{\N\ui)y 
Dans le cas particulier où | A^|nT = 0, la correspondance Ti\i{g) admet une autre 
description. En effet KjsigK]^ est déterminé par la donnée d'une famille (At)tGX de 
copoids dominants de G. Alors T iq{g) est le champ dont les S'-points classifient 
la donnée de {xi)i^i : S* — )■ (X \ (|A^| U T))^ et d'un diagramme commutatif 



KO 

(So,V^o 



«1 



(SbV'i 



(l>2 



' «0 



tels que 

(1.6) ((Xi)i67, (So, V^o) ^ (Si, ^l) ^ 



et 



(9fe-i,V^fc-i) — ^ (^So/V^o) 

^(Sfe-l,^fe-l)^(^So/^o)) 



(1.7) [{x.:),eiA%M^i?>'iM^--- 

appartiennent à Oa!é~l^^j'^^^\S) et que pour tout i G {0, k — 1}, 

est un isomorphisme entrelaçant ipi et ■ï/'^ et tel que la position relative de Si par 
rapport à Si en les points de T soit égale aux copoids dominants (At)tg'î. De plus 
pr^ et pr2 sont donnés par ( ll.6p et (11.7p . 

2. MORPHISMES DE FROBENIUS PARTIELS 



Les morphismes de Frobenius partiels ont été introduits par Drinfeld |Dri87] . 
La généralisation à notre situation est évidente (et apparaît déjà dans |Lau04] ). 
Le morphisme de Frobenius partiel 
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est défini par 

Ffe''^^ {{x.)^eI, (So,^o) ^ (Si,^i) ^ • • ■ ^ (Sfc-i,^fc-i) ^ rSo/^o)) 

= ((x:w,(Si,^i) ^ (S2,^2) ^ ■■■ ^ rso,>o) ^ rsi,>i)). 

Il est au-dessus du morphisme Frob/^ : {X^NY — > {X qui à (xi)^^/ associe 

{x'i)i(.i avec 

(2.1) = Frob(xi) si i E Ii et a;- = Xi sinon. 

Lemme 2.1. Les morphismes de Frohenius partiels ne préservent pas les tronca- 
tures, mais respectent les systèmes inductifs. Plus précisément on a 

( ftïï:/'' ) ( chtii';;'"''''-" ) c cht;;:;::''''-"*^- - 

où Wo est l'élément le plus long du groupe de Weyl. □ 
Remarque 2.2. La composée 

(2.2) Cht;i:;;:« ^1^^ Cht;;5;'""> . . . ^^^^^ ChtiJ:;;,-"' 

est le morphisme de Frobenius absolu de Cht^^Yj^*'''- 
Proposition 2.3. On a un isomorphisme canonique 

p(/i,...,/fc) . / p \* / rpS ^ ^ rpS 



Démonstration. La remarque 12.21 implique que les morphismes de Frobenius 
partiels sont des homéomorphismes locaux totalement radiciels. □ 

L'isomorphisme du corollaire 11.221 permet de mieux comprendre l'action des 
morphismes de Frobenius partiels sur les faisceaux d'intersection, à l'aide de l'iso- 
morphisme tautologique 

Proposition 2.4. Le diagramme 

Prt-^i.-.-rfc) 



(h,.. .,1k) 



T^iV,(Ii,...,/fe) 



Frob / r. 1 x Id 



Hecke^'^^ ^^h.i^à.ei, H 1^ 



est commutatif et rend compatibles les isomorphismes de comparaison entre les 
faisceaux d'intersection donnés par f\^^'j^''/''\ F^ecke^'^i' ' morphismes 

A(/2,...,/i) du corollaire \1.2êl 
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Démonstration. Il suffit de montrer la compatibilité sur les ouverts de lissité. 
Or sur ces ouverts les faisceaux d'intersection sont triviaux à décalage près et les 
isomorphismes de comparaison sont l'identité. □ 

3. Faisceaux de cohomologie et coalescence des pattes 

Ce paragraphe ne contient rien d'original et mis à part la construction 13.21 il 
est intégralement contenu dans |Var04] et |B V06] . 

On commence par définir les faisceaux de cohomologie d'intersection. Soit H un 
réseau dans Z{F)\Z{A). On fixe un isomorphisme G/G'^^'^ = G^. On imposera à 

S la condition suivante : l'application S ^ ^ est 

injective (et a un conoyau fini), de sorte que l'action de S sur les composantes 
connexes de CUfl;-'^"^ est libre (et a un nombre fini d'orbites). Cette condition 
peut toujours être satisfaite quitte à diminuer S. 

Définition 3.1. Pour tout niveau N' D N de degré assez grand en fonction de 
H, le morphisme 

est représentable quasi-projectif de type fini, et Chtj^Yj^'''''"'^ est le 

quotient de ChtS^Î'^^^''^'-^ /H par l'action du groupe fini Ker(G'(OAf/) — ?■ G{Oj\f)). 
D'après |LMB99] on peut donc définir 

(3.1) = ^(Pîf ^ ^'^^^ ^ ^)''^) 

où l'on rappelle que le degré et le poids de IC^ (/i,...,/j.),<m „ sont normalisés 

relativement au morphisme : Cht^Y^'^*''*'"^ /"^ i-^ A^)^. Comme 

la notation jv7't^ l'indique, le membre de droite de (13.11) ne dépend pas du choix 
de la partition (Ji, J^), en vertu du corollaire 11.231 Soit i G Z. La cohomologie 
de degré i (pour la t-structure ordinaire) 

(3.2) K'fr/ = = ^^(p!i:i-''^^'-"),(ic^^^a„....„,.. ,J 

est un iï^-faisceau constructible sur (X \ . On introduit également la coho- 
mologie sans support 

et on a un morphisme évident "^f^^^y^ ^nj^Z^- ailleurs les '^^fj^y^ 
forment un système inductif pour yU croissant, et les ^f/^j^^ forment un système 
projectif. La cohomologie sans support ne servira presque jamais. 

Construction 3.2. : Action des morphismes de Frobenius partiels. Le 
lemme 12.11 fournit, pour toute partie J de I des morphismes dans D|!((X \ 
Ny,E) : 

Fj : Frob}(:K|^^=f ) ^ ^K^S^'^^'''^ 
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OÙ l'on rappelle que Frobj : (X^N)^ — )• (X\A^)^ a été défini par (12. ip . D'après le 
corollaire 11. 23 I le morphisme Fj ne dépend pas du choix de la partition (Ji, 1^) 
de I telle que Ji = J. Pour toute partie J de /, 

FjFroh*j{F,^j) : Frob* :K|0f ^ 

est la composée de l'action naturelle du morphisme de Frobenius avec l'augmen- 
tation de la troncature. 

Construction 3.3. : Action des algêbres de Hecke. Soit / G 
Cc{K]\f\G{A) / K]\f, E) et T un ensemble fini de places de X contenant |A^| tel 
que 

(3.3) / = (g) 1g(o„) ® /'• 

Alors la construction 11.241 permet de définir, pour k assez grand en fonction de 
/, un morphisme 

T(/) G Hom^^((Xxî)^B) {^f,Nji ^^^^^,.^c"ï/X'^ (xxî)^'' 

tel que si / est la fonction caractéristique de KnqKn, T{f) soit l'action de la cor- 
respondance TnIq), c'est-à-dire pr^ ; g* pr2 dans les notations du diagramme ( 11.5p . 
Ces actions sont compatibles à la composition : si /i,/2 G Cc{K]sf\G{A)/K]\},E) 
vérifient la condition (13.31) avec Ti et T2, alors pour k assez grand en fonction de 
/i et /2, on a 

T(/i/2) = nh)T{h) 

dans 



Hom^b((Xx(îiU2:2))^iî) (^^7v,7f 



{X\{îiUÎ2))^ 



{X\{îiUX2))^^ 

L'action des algèbres de Hecke commute à celle des morphismes de Frobenius 
partiels. On verra dans le corollaire 15.41 que ces morphismes T(/) peuvent être 
étendus à {X \ NY tout entier. 

Notation 3.4. Soit W une représentation E'-linéaire de dimension finie de {GY . 
Alors W admet une unique décomposition de la forme 

uLe{X+(T)y 

OÙ les ÏÏO^ sont des iï^-espaces vectoriels de dimension finie, presque tous nuls. On 
pose alors 

uie{x+{T)y 

On adopte la même notation pour la cohomologie sans support. 

Remarque 3.5. D'après |MV07| . Kj- est canoniquement égal à la cohomologie 
de ICuj. sur la grassmannienne affine, donc QUçj est défini de façon canonique (et 
non au produit tensoriel près par un espace vectoriel de dimension 1). 
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Il sera utile de réaliser ^f^^w comme la cohomologie d'un faisceau. Soit 

_(/i,...,4),<M 



(II, ...,Ik) une partition de I. On note Cht^yY!^* 1^ réunion schématique des 

^N,I,ui 



Chtj^Yj^'"^'"^ pour uj_ tel que QIJ^ soit non nul. On définit alors IC^Yw^h e comme 



le faisceau pervers sur Chtj^Y w^''^'"^ /'^ cgal à 

(3.5) ICfe-^^|î^= (^r)*(lC^,,a.,.....),,.,J®i.2ÏT^ 

ui&{X+(T)Y 

OÙ désigne l'inclusion naturelle de Cht^Yj^'''''"'^ Z'^' dans Cht^Yp/*'*'"'^ 
On a alors 



(3.6) ^ttil, = R{p^i]r''''^n , (icîi:;;^i;^ 



Notation 3.6. Par construction ^cNi'w fonctoriel en W, et si u : Wi — W2 
est un morphisme de représentations de [G)^ on note 

le morphisme qui se déduit de u. 

Remarque 3.7. Par construction de "^cnÏw toute permutation a de / induit 
un isomorphisme canonique entre '^f^'^'w'^ C-^fN^w) ■ isomorphisme ne 
comprend aucun signe, même si (pour W irréductible) on permute deux pattes 
décorées de copoids dominants tels que les strates correspondantes de la grass- 
manienne affine soient de dimension impaire. Autrement dit nous adoptons la 
convention modifiée, introduite dans la discussion qui précède la proposition 6.3 
de [M V07] ■ pour la contrainte de commutativité. C'est avec cette convention pour 
la contrainte de commutativité que la catégorie tensorielle des faisceaux pervers 
G(0)-équivariants sur la grassmannienne affine est équivalente à la catégorie ten- 
sorielle des représentations de G et c'est elle qui intervient dans l'énoncé de la 
correspondance de Langlands géométrique. On renvoie à |MV07| et |BD99) pour 
plus de détails. 

Proposition 3.8. (Remarque 2.3.2 de |BV06] ). Soient I,J des ensembles finis 
et ( : I ^ J une application. On associe à ( les deux morphismes diagonaux 
suivants : un morphisme de schémas 

et un morphisme de groupes 

AçQ : G^ G\ {gj)j^j ^ {ga^))^<,I■ 

Soit W une représentation E -linéaire de dimension finie de G^ . On note la re- 
présentation de G"^ qui est la composée de la représentation W avec le morphisme 
Açg. On a alors un isomorphisme canonique 

(3.7) xc ■ ^lxi^f'Nj:w) ^ ^tS^c dans DI{{X x iV)^, E) 

que l'on appellera isomorphisme de coalescence. 
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Remarque 3.9. L'énoncé est vrai sans décalage cohomo logique ni torsion à la 
Tate car les faisceaux d'intersection sur les champs de chtoucas sont normalisés 
relativement aux morphismes qui à un chtouca associent la famille de ses pattes. 

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat lorsque ( est injective ou bien sur- 
jective. Si Ç est injective, cela résulte immédiatement du c) de la proposition 11. 161 
On suppose maintenant que ( est surjective. On fixe une bijection J ~ {1, k}. 
On a un isomorphisme 



défini par 



K 



{%,ipo) A ■ ■ ■ (Sfe-i,V^fe-i) ^ C%,^'ipo)),{xi, ■■■,Xk)) 



= {{xi, ...,Xk), (So, V'o) A ■ • • {Sk~i,'ipk-i) ^ (^So/^o))- 
désigne la première projection, la construction dans |MV07] de la structure 



tensorielle par la fusion (avec la convention de signe de la remarque 13.71 ci-dessus 
pour la contrainte de commutativité) fournit un isomorphisme canonique 

pr^(IC^ j (^''^■■'^ ^''^^) ~ 0-^N^{i '^k}^wc ^'^ théorème de changement de base 
propre fournit alors F isomorphisme (13. 7p . □ 

4. Morphismes de création et d'annihilation 

Soient I et J des ensembles finis. Dans la suite, des réunions comme I U J 
et / U {0} désigneront toujours des réunions disjointes. On note (j : J ^ {0} 
l'application évidente, C = (M/, O) : / U J ^ / U {0} et C' : / ^ / U {0} l'identité 
sur /. 

Soient W et U des représentations iï'-linéaires de dimension finie de (G)^ et 
(G)"' respectivement. On rappelle que f/^-' désigne la représentation de G obtenue 
en restreignant U h la diagonale. On se donne des morphismes x : 1 — )■ [/''"' et 
^ : W^-' — )■ 1. En d'autres termes x G t/ et ^ G t/* sont invariants par l'action 
diagonale de G. 

Alors W^U est une représentation de {ÔY^-^ et ly Kl f/^-^ et W Kl 1 sont des 
représentations de (G)^^^'^^ reliées par des morphismes Idw Kx et Idv^ Kl^. 

Pour simplifier on écrit A : X — )■ X'^ pour le morphisme diagonal, précédem- 
ment noté Açj^x- 

On rappelle que les isomorphismes 

nr<fJ,,'B.,E rr^ p nr<fi,S,E 
•^c,N,I,W ^ ^X\N "^c,Af,/U{0},VyKll 

et 

ar</J;S,E Xç n_r<pi,'E,E 

-^c^NJ^mmU (^^jv)^xA(XxJV) ~ ■^c,N,I^{0},WW<J 

ont été construits dans la proposition 13.81 
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Définition 4.1. Le morphisme de création associé à x est 



rLC<fJ.,'B.,E 

^c,N,ivjj,wmu 



{X\NyxI\{X\N)/ 



défini comme la composée 

■,N,I\J{0},W^1 



'^c,N,I,W ^ -^(XvJV) > 



Définition 4.2. Le morphisme d'annihilation associé à ^ est 
défini comme la composée 



(X\Ar)^xA(X\iV) 



^c,N,IUJ,WmU 



c,Af,/U{0},VKKl{7O 



c,N,IU{0},Wm '^c,iV,/,W' 1^ -C/(X\iV)- 

Lorsque / = et = 1 on omet I et W dans e^'l^j^f^. et eï'|^;JÇ. 

Les morphismes de création et d'annihilation commutent à l'action des opéra- 
teurs de Hecke. Ils sont compatibles à celle des morphismes de Probenius partiels 
au sens suivant : 

- si K est une partie de /, ils commutent avec Fk, 

- ils entrelacent Fj et l'action naturelle du morphisme de Frobenius partiel sur 
Ex~.N (qui correspond par xç' à l'action de F{o} sur ^f^1^yu{o},w^uo)- 

Le lemme suivant affirme simplement 

- que les morphismes de création et d'annihilation commutent entre eux quand 
ils concernent des ensembles de pattes disjoints, 

- que la composée de deux morphismes de création [resp. annihilation) concer- 
nant des ensembles de pattes disjoints placées en le même point de X ^ N 
est un morphisme de création (resp. annihilation) relativement à la réunion 
des deux ensembles de pattes crées (resp. annihilées). 

Dans le lemme suivant, les restrictions à des diagonales ou les produits tensoriels 
par Id des morphismes de création et d'annihilation sont sous-entendus afin de 
raccourcir les formules. 

Lemme 4.3. Soient I, Ji, J2 des ensembles finis, W, Ui, U2 des représentations de 

(dy, {dy^ et idy''. On se donne des morphismes Xi : 1 ^ U-''* et : U-''' 1 
pour i — 1,2. 
Alors 
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a) la composée 



c,N,IUJi,WSUi 



c,N,iuJiuJ2,wWimu2 



est égale à la composée 



C,N,IUJ2,WmU2 



{X-^N)'xA{X\N) 
{X\N)'xA{X\N) 



(X\7V) 



c,N,iuJiuJ2,wmuimu2 



(X\Ar)^x(A(X\Ar))2 

obtenue en changeant l'ordre des deux morphismes, et les restrictions de ces com- 
posées à {X \ N)^ X A(X \ A^) sont égales à Gc^^i^w,xim2' 
b) de même la composée 



nr<fJ,,r.,E 

•^c,N,iu.huJ2,w^Uimu2 



^c,N,IUJi,WMUi,i2 



(X\iV)^xA(X\Ar)2 



^c,N,iuJi,wmu-L 



E, 



(X\Af) 



(X\Af)^xA(X\Af) 

esi ég'a/e à la composée obtenue en changeant l'ordre des deux morphismes, et les 
restrictions de ces composées à {X \ A^)-'^ x A(X \ N) sont égales à Ce Ar'/"iyÇiiX)Ç2' 
c) les composées 



ar<fJ,,S,E 

^c,N,iuJi,wmu-L 



(X\iV)^xA(X\Ar) 



E, 



(X\iV) 



^c,N,I,W.x-- 



(X\7V)^xA(X\7V) 



(X\Af) 



et 



"^c,iV,/UJi,TyKI(7i 



(X\7V)-rxA(X\Af) 
c,Ar,/UJiUJ2,VFKI(7iKl/2 



(X\iV) 



''c,]V,/UJi,WH(7i,a:2 



b,<n,S,B 



^ •^c,iV,7UJ2,VyKl(72 



{X-^NyxA{X-^N) 



E, 



{X\N) 



sont égales. 



□ 



Remarque 4.4. Soit ^ une involution de Chevalley de G telle que 6{t) = t ^ 
pour t ^ T. On rappelle qu'à toute représentation \^ de G est associée par |MV07] 
un faisceau pervers ICy sur Gtg- On a alors un isomorphisme D(ICy) ~ ICy,,e, 
fonctoriel en V, où V*'^ est la représentation contragrédiente composée avec 6. 
Dans les notations qui suivent la remarque 13. 5[ si W est une représentation de 
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(G)^, et W*'^ la représentation contragrédiente composée avec 6^ : (G)^ — )■ (G)^ , 
on a donc 



■E 



OÙ D et les faisceaux d'intersection sont normalisés relativement à (X \ A^)''^. Il 
en résulte que 

^^Ïm^-" = RHom(5{|0;^,E) dans DI{{X \ Ny,E). 

On peut définir les morphismes de création de d'annihilation sur la cohomologie 
sans support et alors le morphisme de création (resp. annihilation) sans support 
est le transposé du morphisme de création {resp. annihilation) à support compact. 
Voici ce que l'on entend par transposé. Soit / : — )■ 3^2 un morphisme dans 
Dl{S,E), où 5" est un schéma sur ¥g qui sera (X \ A^)^ dans le cas qui nous 
intéresse. On pose 3^'- = RHom(5'j, iï^^) pour i = 1,2. Alors le transposé de / est 
/' = RHom(/,IdsJ :3^^^3^;. 

On utilisera cette propriété de la façon suivante. Dans les notations de la défi- 
nition 14. H et pour h et h' dans les fibres de 

•^cn'^iw ^ -^(X\Af) et 'K '-'^' ' g g 

en un point géométrique t de (X \ N)^ x (X \ X), on a 

(4-1) {h', Q'S:^,Àh)) = {G'S%le^.ih'),h) 

où dans le membre de droite x est considéré comme une forme linéaire G invariante 

sur [7*'^ 



5. Morphismes de Frobenius partiels, coalescence des pattes et 

OPÉRATEURS DE HECKE 

Dans ce paragraphe on va exprimer les opérateurs de Hecke en les places 
de |X| \ |X| comme composée d'un morphisme de création, de l'action d'un 
morphisme de Frobenius partiel et d'un morphisme d'annihilation. Cela permet- 
tra notamment, dans le corollaire 15. 4[ de prolonger l'action des opérateurs de 
Hecke T(/), pour / G Gc{K]\f\G{A)/Ki\i, E) en des morphismes de faisceaux sur 
(X \ N)^ tout entier (au lieu de (X \ T)'', avec T D |X| comme dans fl3.3p ). de 
façon compatible à la composition. 

Notation 5.1. Pour toute place v G |X| et pour toute représentation irréduc- 
tible V de G, on note hv,v e C^(G(OfJ\G(F^)/G(OfJ, Os) la fonction sphé- 
rique associée à V par l'isomorphisme de Satake. Autrement dit hv,v est la fonc- 
tion égale à la trace de FrobQ^j.^*'''^ sur le faisceau pervers ICy sur la grassman- 
nienne affine en f . Il est bien connu que les hv,v forment une base sur 0^; de 
Cc{G{OfJ\G{F^)/G{OfJ, Oe) (c'est même vrai sur Z[q^/\q-^% cf la proposi- 
tion 3.6 de |(;ro98] ). 
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5.1. Énoncé. Soient / un ensemble fini et W une représentation de (G)^ . Soit 
V une représentation de G. On considère ly lE Kl V^* comme une représentation 
de 

Soit un sous-schéma fini de X et f une place de X n'appartenant pas à A^. 
On note le faisceau constant sur v = Spec(fc(f)). 

On note A : X — X x X le morphisme diagonal. On remarque que le point 
fermé A (v) de X x X est préservé par Frob?(") xld. 



On possède les morphismes évidents de représentations de G : 

V* et V 



1%V 



V* ^ 1. 



La notation ôy est un léger abus car dans les notations de |Del90] ce morphisme 

serait la composée de 1 V* et de la contrainte de commutativité. 
On a une équivalence de catégories 

(5.1) D|;((X \ NY X V, Ef^ ~ Dl{{X \ nY, E) 

où la catégorie de gauche est formée des objets 3" équivariants par le 
morphisme de Frobenius partiel en f, c'est-à-dire munis d'un isomorphisme 
(Id(XxAr)^ ^ Frobî,)*(3') ~ 5" dont l'itérée deg(f ) fois est l'identité. 

Définition 5.2. Pour n assez grand (en fonction de deg(f ), V^), on définit 

Sv,v € ^'^'^Dl({X-^Ny ,E) {j^c!Nyyi/^'^c!i^f,W^ 

'E 



— Hom^6((XxAf)^xD,£;)f'i> 
comme la composée 

c,N,I, 



nr<ti,=;E 
'^c,N,I,W 



^v, ■J^c,N,I,W 



E, 



E 
W 



E„ 



■^c,N,I,W,Sy 



^ '^c,N,iu{i,2},wmvmv* 



(^{1}) 



deg(i;) 



^ '^c,N,iu{i,2},wmvmv* 



(X-^NyxA{v) 



"c.JV.J.W.cvv 



Le morphisme Sv,v est bien équivariant par rapport à l'action naturelle sur E^ 
du morphisme de Frobenius partiel car on a vu précédemment que les opérateurs 
de création et d'annihilation entrelacent cette action avec -F{i,2} et d'autre part 
commute avec -F{i,2}- 

Proposition 5.3. Pour n assez grand (en fonction de deg{v),V), on a égalité 
dans 



Hom 



Db{{X-^{NUv)y ,E) [^c,N,I,W 



<tJ.,=,,E 



{X-^{NUv))' 



n_r<IJ,+K,'E,E 

' '^c,N.I.W 



(X-^{NUv))' 



entre T{hv^^) et la restriction de Sv,v de (X \ N)^ à (X \ (X U v))^ . 
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La proposition signifie que le morphisme Sv,v construit dans la définition 15.21 
prolonge à {X \ A^)^ l'opérateur de Hecke T{hv,v) qui était défini seulement sur 
(X \ (A^ U v)y par la construction 13.31 

Corollaire 5.4. Pour toute fonction f G Cc{Kn\G{A)/Kn, E) l'opérateur T{f) 
défini dans la construction \3.3\ s'étend, pour k, assez grand en fonction de f , en 
un morphisme 

T{f) e Hom^b((XxAr)/,iî) {^f^Nj,w^ ^l^vtw'^) 

de sorte que 

- pour V G |X| \ N, on a T{hv,v) = Sv,v, 

- ces actions sont compatibles à la composition : pour /i,/2 G 
Cc{Kn\G{A)/Kn, E) et K assez grand en fonction de fi et f2, on 
a 

T(/i/2) =T(/i)r(/2) dans HomB6((XxiV)^iï) ( ^S'.W' 



D'autre part l'action de Cc{Kn\G{A)/Kn, E) commute à celle des morphismes 
de Frobenius partiels, ainsi qu'aux morphismes de création et d'annihilation. 

Démonstration. Comme Cc{Kn\G{A) / Kn, E) est le produit tensoriel restreint 
des Gc{KN^t;\G{Ft;)/ Kn^jj, E), il suffit, pour toute place v G |X| et pour tout 
/ G G,{Kn,v\G{F,)/Kn,.,E), d'étendre 

T(/) G Hom^.((^,(^u.))^i.) (^â^wL^ ,^,„..'^c-K^^^ 



à Hom£5b((XxAf)^iî) (^Iat' ^|a^^^^ Il n'y a rien à faire si f G A^. Si 

t> ^ les fonctions hv,v forment une base de Cc{Kn,v\G{Fv)/Kn^^, E) et 
on pose T{hv,v) = Sv,v H reste à montrer qu'étant donné vi,V2 G |X| et 
fi G Cc{KN,vi\G{Fv^)/KN,v,,E) pour i = 1,2, les opérateurs T(/i) et T(/2) 
définis ainsi commutent si Vi ^ et que leur produit est Ti^fif^) si v\ = V2- Si 
Vi ou V2 appartient à |A^| on le sait déjà car les morphismes Sv,v commutent aux 
morphismes T(/) de la construction 13.31 Si Vi et V2 appartiennent à |X| \ |A^| 
on applique le lemme 14.31 □ 

Le sous-paragraphe suivant contient des préliminaires et le sous-paragraphe 15.31 
est consacré à la preuve de la proposition 15.31 

5.2. Rappels sur la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz 
(d'après |Var05t IVar07t IBV06) ). Soit Y un schéma de type fini sur Fg. Soit 

5" G Dl{Y,Qi). On a un isomorphisme canonique Froby(J) ^ J. On note 
A : F — F X F la diagonale et 

:¥ xY,y^ {y, Froby (y)) 

le graphe du morphisme de Frobenius. On note Ky le faisceau dualisant de Y et 
D?" = RHom(5', Ky) G Dl{Y, Qi) le dual de Verdier de 5". On a un morphisme 
canonique 5" (g) DIF — > Ky qui fournit par adjonction un morphisme 

(5.2) a G Hom^.(^^^ô7)(JKD3^, A,(iry)). 
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De même le morphisme tautologique Qey RHom(5', 5") = A (D5'K1 5") fournit, 
par adjonction et échange des deux copies de F, un morphisme 

(5.3) f3 E Hom^.(y^y_ô7)(^!(Û^>-)'3'^»3') 

qui est le dual de Verdier de a à l'échange près des deux copies de Y. 
On introduit maintenant le morphisme composé 

^ : (Anmiv) ^^^°'"^'^*^^^) Frob;.(3^) K D^T ^ D3^ ^ A,{Ky) 
dans -Dc(V x Y, Q^). Par adjonction la donnée de 7 équivaut à celle de 

y G Hom^,(^^^)(A*(A-),(Q;y),iry). 

Soit L l'inclusion du schéma discret Y{¥q) (égal à une réunion de copies de 
Spec(Fq) indexée par l'ensemble Y{¥q)) dans Y. Par le théorème de change- 
ment de base propre A*(A'^)!(Q^y) = L\{Q£Y{¥g))- adjonction, et comme 
l'{Ky) = QiY{¥g): Ici donnée de 7' équivaut donc à celle de 

7" G Hom^6(y(]f.^)^ô^)(Q£y(]f-_^), Q<?y(ip_^)), 

c'est-à-dire à la donnée d'une fonction 

7"' : Y{¥,) ^ Q;. 

La proposition suivante est l'énoncé local sous-jacent à la formule de 
Grothendieck-Lefschetz, tel qu'il est formulé dans |BV06) et |Var07 . 



Proposition 5.5. (affirmation 1.5.5 de |B V06] . voir aussi |Var07] 1.2.2, 1.5.7, 
2.1.3, 2.2.4) Pour tout y G Y(¥g), 

7"' (y) = Tr(Frob„ 3^,) := ^^(-l)* Tr(Frob„ W{^)y). □ 

On va présenter une généralisation de la proposition précédente, où l'on rem- 
place A par une correspondance 2)i telle que la deuxième projection est étale 
et A"^ par une correspondance 2)2 telle que la première projection est étale et la 
deuxième projection se factorise, localement pour la topologie étale, par Froby. 
De surcroît on va se placer dans une situation en famille au-dessus d'une base 
lisse 3, et 2)i et 2)2 ne seront pas des sous-schémas de Y x Y x ^ mais d'un 
schéma 3^'^ étale au-dessus de ce dernier. 

Soient 3 une variété lisse et Y un schéma de type fini sur Fg. Soient 3^'^ 
un schéma muni d'un morphisme étale h = (/ii,/i2,^3) : 3^'^ Y x Y x ^. 
On note 2)i 3^'^ et 2)2 3^'^ deux immersions fermées. On suppose que 
(/i2, : 2)i — 7- y X 3 et {hi, h^)]!^^ '■ 2)2 — î- F x 3 sont étales. On suppose de 

plus qu'il existe un recouvrement étale de 2)2 par des morphismes tt2 : 2)2 — 2)2 
tels que l'on possède un diagramme commutatif 

^2 Y 

(5.4) 

712 Froby 

2)2 r 
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Soit 5" G D^^iY, Q^). On se donne en plus, pour i = 1,2, un isomorphisme 

0, : (/i4J*(:r) ^ (/^2|2j*:? dans Z^,'(2)„Q;). 

Remarque 5.6. Dans la situation où l'on appliquera la proposition 15.71 ci- 
dessous, on aura un recouvrement étale de 2)2 par des morphismes 7T2 : 2)2 ~^ ?)2 
comme ci-dessus tels que n2{4>2) soit obtenu à partir de l'isomorphisme naturel 
Froby 3^ ^ 3^ et d'un isomorphisme 02 '■ '^2{^i\(ijJ*-^ ~^ ^li-^) P^^ composée 

(5.5) ^;{h\J*{3^) ^ h^J ^ hl¥ioh*y J ^ ^l{h2\J*^. 

On note F le produit fibré de 2)i et 2)2 au-dessus de 3^'^, de sorte que le 
diagramme 

(5.6) 3^'' 




2)i 2)2 




r 



est cartésien et ii,t2,Ji,j2 sont des immersions fermées. 
Grâce à 0i et 02 on a des morphismes canoniques 

(5.7) a G Hom^.(3,,2,ô7)(/iî:?® /i;D:?,^i,!(/i3|2,j'(Q^)) 

et /3 G Hom^,(3i..^ô7)(^2.(/i3|2,jQ^,^î3^® ^;D9^). 
Plus précisément le morphisme a provient par adjonction de la composée 

où le dernier isomorphisme vient du fait que (/12, ^3)1^ : 2)i — )■ F x 3 est étale. 
Le morphisme /3 provient par dualité d'une variante a' de a. En remplaçant 2)i 
par 2)2) en échangeant hi et /i2 et en tensorisant par le faisceau inversible ^3, 
on obtient a' : h^S^ /i*©?" (g) /is-ft's — )■ 62,! (/isjjjJX-^s)- Comme {hi,h2,hs) : 
3i'2 ^ r X r X 3 est étale on a D(/i^J® /i^DS^® /i^isTs) = /i^ /i^D3^. De plus 
D(62,!(/i3|2,j'(^3)) = ^2,!(^3|2jJ*Q^ et OU posc f3 = B{a'). On note 

u = ao/3 e Hom^6(3i,2^ô7) {L2,\{h\^J*Qi, ii,{h3\^^y' (Qe)) ■ 

Par adjonction on en déduit u' : '•î''2,! (^3|2j2)*(Q^) ~^ (^slgjj P^i^ 

où l'isomorphisme est le changement de base propre, et enfin par adjonction un 
morphisme 
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dans DliT,^)- 

Proposition 5.7. Le morphisme hs\^ est étale. Doncu'" : — )■ est le produit 
par une fonction localement constante f sur T, dont la valeur en un point p de 
r est donnée par la formule suivante. On a des isomorphismes : î"]^ ^ 

(5.8) f{p) = ^(-l)^Tr((0i|^)-V2|,,i/X3^)..(p))- 

Démonstration. On se ramène immédiatement au cas où 3 est un point. Alors 
les morphismes h2\^j et ^ijsij^ sont étales. Les morphismes associés à a et (3 par 

adjonction par rapport au morphisme étale (/ii,/i2) : 3^'^ Y x Y sont des 
morphismes 

a e Hom^,(^,^ô7) (3^^ .(/^2|2jJ*(^y)) 
et Hom^.(^,^_ô7) (^2,! (/^i I^J^Ol, 3^ ^ Dî") 

où Ti : ^ Y X Y et T2 : ^2 ^ y >^ y désignent les composées de Li et L2 avec 
[hi, h2). Le morphisme a vient par adjonction de la composée 

(îi)*(JKD3^) ^ (/i2|^J(g^®D3^) ^ {h2\^J*iKy) 

et (3 s'obtient par dualité à partir d'un morphisme construit comme a en rempla- 
çant 2)i par 2)2 et en permutant les rôles de hi et h2- On note F = 2)i Xy^Y 2)2 
et il et j2 les inclusions de F dans 2)i et 2)2. 
On pose 

M = ao/3 G Hom^5(y^y_ô7) ('^2,! (/^i l^, J*Q£,îi,! (/i2|2^J*^y) 
et on lui associe, comme précédemment 

u' : {ti)%,{hU*Q; ^ {h2\^XKy, u":3iM^ N^X^y^ 

u'" : (Q^)f — (Q£)f et / : F — )■ la fonction localement constante telle que u'" 
soit le produit par /. 

Comme F = 2)i X3i,2 2)2 est ouvert et fermé dans F = 2)i Xyxy 2)2, et / est 
la restriction de / à F, il suffit de montrer que / est donné par la formule (15. 8p 
ci-dessus, et 3^'^ ne joue plus aucun rôle. On montre ensuite que la fonction / 
n'est pas modifiée si on remplace 2)i par le graphe de Idy, 0i par Id, 2)2 par la 
correspondance 2) 1^2 composée de la correspondance 2)2 et de la transposée de 
2)i, et 02 par 0i,2 = ° 02- Plus précisément 2)i^2 est défini comme produit 
croisé de 2)i et 2)2 au-dessus de Y de telle sorte que dans le diagramme suivant 
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le losange soit cartésien 



(5.9) 




Les morphismes /i2 L, et hA sont étales donc également a' et b'. Localement 
pour la topologie étale /i2L se factorise par Froby, donc localement pour la 
topologie étale a se factorise par Frobfg^, et localement pour la topologie étale b 
se factorise par Froby. 

On veut montrer que les fonctions / associées à (A(y), Id, 2)i,2; 0i,2) et à 
(2)i, 01, 2)2, 02) sont les mêmes. La fonction / associée à (A(y), Id, 2)i_2, 0i.2) 
s'obtient à l'aide de la composée 

Or par le changement de base propre on a 

(b', b)|Q; = (Idy, /i4,j!(b', ^ (Idy, hl^^^ldy, /i2|2,J*Î2 -Ql 

OÙ le dernier isomorphisme est le changement de base propre, et a est la composée 
(b', bWi = (Idy, /^4j>(Idy, h2\^j^)%M 

4 (Idy,/liL ),(Idy,/l2L YiS'^BJ) 4 JKD3^ 

' '1/ 1 ' ^1 

où K est la composée 

(Idy,/l4^),(Idy,/l2Uj*(9^KD:r) = 3^KD(/.4j,(/l2|,J*J 



I2)i 



2]i' 



I2)i 



Or la composée 



(Idy,/l4^)!(Idy,/l2|2j/(9'KD:r) 4 JKD3^ A A.iTy 

correspond par adjonction à /3 : J'IEI Dî" — > "Ti !(/i2|r,^ )*(-ft'y) grâce à 

(Idy,/l2|2,J*(My,/il|2,j'A*Ky 4 (Idy,/l2|2,J*(^l|2jj,Idy)*(/li|2j^)'iry 
= ■ri,!(/ll|2^^)'-K'y =îi,!-ft'2)i ='Li,\ih2\^j^yKY 

où le premier isomorphisme est le changement de base propre, et la dernière 
égalité vient du fait que h2\^j est étale. 

Possédant maintenant 2) 1^2 et 0i 2 on procède comme dans la preuve de l'af- 
firmation 1.5.5 de |BV06] . On a alors l'égalité par le théorème 2.1.3 de |Var07] . 
car 
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- le membre de gauche de (15. 8p est le terme local pour 2)i 2 (au sens de [Var07j 
1.2.2), 

- le membre de droite de (15. 8p est le terme local naïf pour 2) 12 (au sens de 
|Var07) 1.5.7), 

- la correspondance 2) 1,2 est contractante au voisinage de ses points fixes (par 
le corollaire 2.2.4 de |Varn7] ). 

□ 



5.3. Démonstration de la proposition 15.31 II suffit de montrer l'égalité entre 

Sv,v et T{hv,v) dans 



Hom 



D^{{X-^{NUv))' XV, E) 



nr<fj.,'E,E 



W 



(X\(NUv)y 



rp a_r<IJ.+K.,'E,E 
^v, ^c,NJ 



{X-^{NUv)y 



E, 



(c'est-à-dire en oubliant l'équivariance par F^). On peut alors remplacer ¥g par 
k{v) et X par X Xf^ k{v). Il suffit donc de montrer la proposition 15.31 lorsque 
k{v) = ¥g, ce que l'on suppose désormais. On a donc deg(f) = 1 et on peut 
enlever partout ^E^. On suppose de plus que V et 14^ sont irréductibles. 

L'idée de la démonstration est la suivante : on va découper la composée de la 
définition 15.21 en deux morceaux : 

- la composée du morphisme de création avec l'action du morphisme de Frobe- 
nius partiel, que l'on exprimera dans le lemme 15.121 à l'aide d'un sous-champ 
^2 du champ Z^^^^'^'^^'^^^ défini ci-dessous, 

- le morphisme d'annihilation que l'on exprimera dans le b) du lemme 15.101 à 
l'aide d'un sous-champ C 2,({i>'-t2}o/)_ 

On montrera dans le lemme que l'intersection des sous-champs et ^2 est la 
correspondance de Hecke r*^^-*. Enfin le lemme 15 . 1 31 conclura la preuve en montrant 
que Sv,v et T{hv,v) sont donnés par le même noyau, c'est-à-dire la même fonction 
localement constante sur T^^\ 
On note 



2,({i},{2}^/) = cht 



({1},{2},/) 

N,iu{i,2},wmvmv* 



{X-^{NUv)y xA{v) 



pi , ({1},7,{2}) 

^^'■^ N,iu{i,2},wmvmv* 



{X\{NUv)y xA{v) 

où l'isomorphisme vient du fait que les pattes indexées par I appartiennent à 
X ^ {N U v) et ne rencontrent donc pas la patte 2 qui est en v. D'ailleurs on a 
également l'isomorphisme 



2,({l},{2}^/) = Cht 



({1},{2}U/) 

N,iu{i,2},wmvmv 



{X\{NUv)y xA(v) 



que l'on n'utilisera pas. Le champ Z^^^^'^"^^^^^ classifie la donnée de (xi)jg/ et d'un 
diagramme 



(5.10) 



(So,^o 




(Si,^i 



(S2,^2 



03 




"Si,^^i) 
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avec 



((x.w,(So,v^o) ^ (Si,^i) ^ (S2,^2) ^ rso/v^o)) 



03. 



e Cht 



({1},{2},/) 

N,iu{i,2},wmvmv 



{X\{NUv)y xA{v) 



et 



G Cht 



{{1},A{2}) 
Af,/U{l,2},VKKVKiy* 



(X\(AfUt;))^xA(î)) 



Autrement dit les flèches obliques, verticales et horizontales du diagramme ( IS.lOp 
sont respectivement les modifications liées à la patte 1, à la patte 2 et aux pattes 
de /. On note id^f^^^^^'^ le faisceau sur 2;({i}.{2}^/) /h égal à 



IC 



({1},{2},/) 

N,iu{i,2},wmvmv* 



{X-^{NUv))i xA{v) 



qui est une notation abrégée pour désigner l'image inverse de ICj^ jy|^"'^2}'*iyKVKV* = e 
par l'immersion fermée 



Cht 



({1},{2},/) 

N,iu{i,2},wmvmv* 



(X-^(NUv))' xA{v) 



Cht 



({1},{2},/) 

N,iu{i,2},wmvmv* ■ 



Le faisceau ICi^ ^'^^-'^^^^ est pervers (pour la normalisation relative à (X \ {N U 
v))^ X A{v)) , mais pas irréductible (parce que la représentation V i^V* de G n'est 
pas irréductible), et il est aussi égal a -fC^^[jr-j^2\^w^\/^\/* 

Les ouverts de troncatures de Harder-Narasimhan sont notés 



7({l},{2}^7),</x _ pu^.({l},{2},/),<M 

A, ^^'■^N,IU{1,2},W^V^V* 



{X\{NUv)y xA{v) 



Cht 



({1},/,{2}),<M 

N,iu{i,2},w^vmv* 



{X\{NUv)y xA(v) 



et p-'^ : Z^^^^''^^'^^^^'-^ /E — î- (X\ (NUv))^ désigne le morphisme qui à un chtouca 
associe la famille de ses pattes, de sorte que 



nr<^l,r.,E 

^c,N,IVj{l,2},WmV^V 



{X\{Nyjv)y xA{v) 



On note 



Z^ ^ — Cht^'^j 



w 



iX\{NUv)y 



(X-^{Nuv)y 



et ICi^^^ 



IC 



NJ,W,S,E 



. On remarque que IC^^^ est simplement le 

faisceau d'intersection IC^|/)^^ (ce sera utile dans fl5.12p ci-dessous). On note 
p</^ : (X \ (iV U v)y le morphisme qui à un chtouca associe la 

famille de ses pattes, de sorte que 



{X\{NUv)) 
E 



<tJ.,E,E 
c,NJ,W 



Rpf'ilC'i'E)- 



(1) 



{X-^{NUv)y 
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On note F^^^ le graphe de la correspondance de Hecke en v entre Z^^^ et lui- 
même, c'est-à-dire le champ classifiant la donnée de {xi)içi et d'un diagramme 



(5.11) 



rs',v) 



'S'Jip')) appar- 



tels que {{xi)içi, {5,tp) A ('^S/?/')) et ((xi)i6/, (S', V') — 
tiennent à 2,^^^ et 

■ S|(X\(ArUi;))x5 ~^ ^ \ {X-^(NUv))xS 

est un isomorphisme tel que la position de S par rapport à S' en f soit inférieure 
ou égale au poids dominant de V. Donc T^^^ est une réunion finie (indexée par les 
poids de V appartenant à la chambre de Weyl) de correspondances de Hecke au 
sens de la construction [T2H puisque dans la deuxième partie de cette construction 
la position relative devait être égale à un poids dominant de G. 

On note /3i,/32 : ^^^^ Z,^^^ les morphismes qui à la donnée de (xj)^^/ et fIS.lip 
associent les lignes du bas et du haut, c'est-à-dire 

((x.W,(S,^) A(-g,-^)) et ((x,),,,,(g',^')^rs',V)). 

Comme ces morphismes sont étales, on a des isomorphismes 



(5.12) 



E ^ 



On note "-V Z^^^^'^'^^'^^^ le sous-champ fermé défini par la condition que, 
dans le diagramme f l5.10p . 020i : ^o\(x-v)xS ~^ ^'^\{x-v)xs s'étende en un isomor- 
phisme sur X X S tout entier. On a un morphisme 



qui a 



(So,V^o 




"So/V^o) 



associe la ligne du bas, c'est-à-dire 

(5.13) ((x,),,,, (So, ^o) (^So, >o)) . 



On note ^ 2,({i}.{2}«^) le sous-champ fermé défini par la condition que 
dans le diagramme flô.lOp . ^0i03 

isomorphisme sur X x S tout entier. On a un morphisme 

«2 : ^2 Z(^) 



S2|(x-.)xs ^ 'S^\(x-.)xs ^'étende en un 



48 



VINCENT LAFFORGUE 



qui a 
(5.14) 



(Si,V^i 




4>2 



(9o,^o) (82,^^2)- 
associe la ligne du haut, c'est-à-dire 

(5.15) 



03 




rso/^o) 



((a:.).,.,(Si,^i)^^^^(-Si/^i)). 



Remarque 5.8. Les fibres de «i et «2 sont des strates fermées de grassmannienne 
affine correspondant au poids dominant de V , resp. V*. En effet la fibre de ai 
au-dessus de f l5.13p est formée des modifications Si de So en f, vérifiant des 
conditions comme iii)(^ et iii')ij. De même la fibre de «2 au-dessus de fl5.15p est 
formée des modifications So de 9i en f , vérifiant des conditions du même type. 

Lemme 5.9. Le champ F^^^ est le produit fibré de et '^2 au-dessus de 
^({i},{2}«/) (parL^,L2). 

Démonstration. Un point de Z^^^^'^"^^^^^ appartenant à Vi et ^2 est donné par 
un diagramme 





rsi/^i) • 



(So,^o) — ^ (32,^2) — ^ (^So/V^oj 

Il équivaut donc à la donnée d'un point de T'^^^ car en contractant les deux iso- 
morphismes dans le diagramme précédent on obtient le diagramme 



</'3{</'2'/'l) 



> rso/v^o) 



que l'on identifie au diagramme fl5.1ip . □ 

On note ji : T^^^ — )• et j2 '■ T^^^ — )■ ^2 les inclusions données par le lemme 
précédent. On récapitule les constructions précédentes dans le diagramme 

(5.16) 2({i},{2}«/) 




où le losange est cartésien. 
On va montrer maintenant 
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- dans le b) du lemme [5.101 . que permet d'exprimer le morphisme d'anni- 
hilation, 

- dans le lemme I5.12[ que ^2 permet d'exprimer la composée du morphisme 
de création avec l'action du morphisme de Frobenius partiel. 

Par ailleurs le a) du lemme 15.101 sera une préparation pour le lemme 15.121 
On pose 



2({1:2},/) _ pi .({1,2},/) 



{X-~.{NUv)yxA{v) 



On a le morphisme d'oubli 2} /^)^^ désignera par 



({l},{2}^/) . ^({l},{2}o/) 2(^1'2}'^) 
^({1,2},/) • ^ ^ ^ 



pour garder des notations cohérentes, et qui à la donnée de (xj)jg/ et d'un dia- 
gramme ( I5.10p associe 



((x.).e/,(So,^o) ^ (S2,v^2) ^ rso/v^o)). 

On a une inclusion évidente 



qui à {{xi)i(zj,{S,ilj) CSj-ip)) associe [{xi)i(zj, — > (^S/^A))- 
Par définition de le carré 

(5.17) ^1 X({i}.{2}^/) 



ai 



({1},{2}«/) 
({1,2}./) 



zin 2.({i,2},/) 

est cartésien. 

Par |MV07] . comme 1 est facteur direct dans VÇ!)V*, Ui\ \C'^^^ est facteur direct 
dans le faisceau pervers -R(71"({i2}/^)^^'')*(-'-*^^^^"'^'^^^^^'' )• L'inclusion 

(5.18) z/i,ic«^i?(7r;{;y^^^^^^^^ 

(associée à 5y : 1 — )■ V ® V*) donne par adjonction, et par le théorème de 
changement de base propre un morphisme 

(5.19) 5, : {i,)Xa,y IC^^) ^ (vr^^^f (^0 , IC^^^ ^ ic^im^}^!) . 
La projection 

(5.20) ^(4\\2f/r^).(lC«^>'^'^^')) ^ z/iiIC^^) 

(associée à evy : V ® V* ^ 1) donne par adjonction, et par le théorème de 
changement de base propre un morphisme 

(5.21) ev, : IC«^M2}-/) ^^mm^n^^- ^^ç.^ ^ (.i),(aO'lC(^) . 

On rappelle que p-^ désigne le morphisme qui à un chtouca associe la famille 
de ses pattes, quel que soit l'espace de départ, qui peut varier au sein d'une même 
formule. 
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Lemme 5.10. a) La composée 

est égale à la restriction à {X \ (A^ U v))^ du morphisme de création 



E 

w 



c,N,I,W,Sy 



c,N,iu{i,2},wmvmv* 



{X\Ny xA{v) 



(5.22) :k|0; 
b) La composée 

est égale à la restriction à {X \ (A^ U v))^ du morphisme d'annihilation 



(5.23) '^c,N,iu{i,2},wmvmv* 



"c.iV,/, W,ov-i, 



(XvJV)-f XI) 



{X\NyxA{v) 



□ 



Démonstration. On montre d'abord a). Par construction de CcAr^i^Sv-' ^l^-'^'^ 
est obtenu en appliquant Rpf^ au morpliisme (15. 18p . Comme 



TC 



({l},{2}o/)^,* 
({1,2},/) 



est obtenu par adjonction à partir du morphisme (15.18p . ce dernier est égal à la 
composée 

Par ailleurs l'isomorphisme de changement de base propre 

W{1,2},/) ) ('^l)! ^ (^ijX"!) 

vient par adjonction de (z/i), — V (z/i),iî(ai), («i)* = R[TT^^^l\y^j-^^'')^[Li)^{ai)*, 
d'où la commutativité du diagramme 



adj 



adj 



TT 



({1},{2}^/) 
({1,2},/) 



vr 



({l},{2}^/)^^* 
({1,2},/) 



)*('^l), 



Ctl 



^1^({1,2},/) jll^ljll^l) 



La preuve de b) est analogue à celle de a). □ 

Le lemme [5. 101 ne suffit pas pour nos besoins car les morphismes (I5.22p et (I5.23P 
interviennent certes dans la composée de la définition 15.21 mais ils ne contiennent 
pas le morphisme de Frobenius partiel. A l'aide de ^2 (dont on verra qu'il est 
l'image inverse par un morphisme de Frobenius partiel d'une variante de ^i) on 
va montrer dans le lemme [5.12l une variante du a) du lemme IS.lOl où le morphisme 
(I5.22P est remplacé par sa composée avec le morphisme de Frobenius partiel. 
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On définit M- Cht^^'jJ^^J-^^y^^^y^y^ 



{X\{NUv)y xA{v) 
<l>2, /n I \ 't>i. 



comme le sous-champ 



fermé classifiant les 

(5.24) (So, ^o) ^ (Si, ^i) ^ (82, ^2) ^ (^So, ^^0)) 

tels que que 0302 se prolonge en un isomorphisme sur X x 5. On possède un 
morphisme 5i : — î- Z.^^^ qui envoie les éléments (I5.24p appartenant à ce sous- 
champ fermé sur ((xi)i6/, '''^^'^"'''^') (^So,^^o))- 



Le carré cartésien 



Cht 



a,{2},{l}) 

Af,/U{l,2},VKKiyKiy 



(X\(AfUi)))^xA(«) 



^(/) Cht^/'^'-'» 



J^,{2},{1}) 
^(^,{1,2}) 



(X\(AfUi)))^xA(i>) 



''Ar,i"U{l,2},iyKiyKiy* 

qui est une variante du carré (15. 171) . permet de définir 
À ■ (7\ (Ti Y^rW . Tp(/,{2},{1}) 

analogue à 5i et donne lieu à la variante suivante du a) du lemme 15.101 
Lemme 5.11. La composée 

— -rtPi (.'■ijilttij — t -ftp, ^'^]^jyj{i^2},wmvmv*,E 
est égale à la restriction à {X \ (A^ U f ))^ du morphisme de création 



c,N,I,W 



-'c.N,I,W,Sy 



^ c,Af,/U{l,2},VKKyKV* 



{X-^.Ny xA{v) 



Il résulte des définitions de '^2 et que l'on a un carré cartésien 



^2 



/3 



^2 



^^^''Ar,/U{l,2},VKKiyKV* 



{X\{Aru-u))-f xA(î)) 



^1 



PT,J/,{2},{1}) 

^^^''Ar,/u{i,2},VKEiyEiy* 



□ 



(X\(AfUi)))^xA(i)) 



OÙ l'on remarque que le champ en bas à gauche est simplement Z^'^^^''^'^'^^^\ On 
définit alors 



L} ■ ^ 

Pr* ^ ^<^>, Tp({l},/,{2}) _ .p({l},{2}^/) 

-'^^{l}l-'-^Af,7U{l,2},VKKyKV*,i?'' J-^ ^r n iri m UA^i^r^i/» 1^ 



52 : (62),(a2)*IC(^) = (.2),r(5i)*IC(^) = Fr|ij (ri),(5i)* IC^^) 
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OÙ est l'action du morphisme de Frobenius partiel et où la première égalité 
résulte de la commutativité du triangle 

^2 -^1 



et la deuxième égalité provient de l'isomorphisme de changement de base 
Fr|^l (ri), ~ ('^2)1/3*- Le lemme [5.111 implique le lemme suivant (où l'on rappelle 
que deg(f) = 1). 

Lemme 5.12. La composée 

= iîp^'^(62),(a2)*IC(^) ^ /2pï=M+-IC(W.{2}-^) 
est égale à la restriction à {X \ (A^ U v))^ de la composée 



ë 



c,N,I,W,Sy 



<tJ.,'E,E 

c,N,i,w ^ ^ ''c,N,iu{i,2},wmvmv* 

•-^ ^ AT T\ \ r T n 



^ '■c,N,IU{l,2},WmVmV* 



{X\NyxA{v) 

extraite de la définition \5.2[ □ 

On démontrera plus loin le lemme suivant (dont les notations sont récapitulées 
dans le diagramme fl5.16p ci-dessus). 

Lemme 5.13. La composée 

(.2),(«2)*IC(^) ^IC«^>'^2}^^) ^ (.i)^(ai)'lC(^) 
est égale à la composée 

(5.25) (.2),(«2)*IC(^) ^ (62j2)*(ICf(.)) A (.iji).(IC^(,)) -> (.i)^(ai)'lC(^) 

où, grâce à l'égalité Liji = i2j2; / ^st le produit par la fonction localement 
constante f : T^^^ — )■ E naturellement associée à hy^. 



Dans (E25D les morphismes (a2)*IC(^) ^ (j2)*(IC^m) et (ji),(IC^(,)) ^ 
viennent par adjonction des égalités «2^2 = et aiji = et des 
isomorphismes 

(5.26) /3*(IC(^)) = ICf„=/3l(IC(^)) 

qui découlent de (I5.12p et du fait que /3i est étale. 

Fin de la démonstration de la proposition 15.31 en admettant le 
lemme 15.131 La proposition 15.31 résulte alors du b) du lemme 15.101 (avec /i + /t 



r(^) 
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au lieu de fi) et des lemmes 15.121 et 15.131 En effet la composée 

E 

r(-f) 

est égale à la composée 

car la composée 1 — V -R(a2)*(a2)* — V -R(tt2)*(j2)*(j2)*(a2)* = -R(/32)*(/32)* est 

égale à 1 iî(/32)*(/92)*- On a une égalité analogue avec Vi au lieu de ^2 et cela 
termine la démonstration. □ 

Avant de démontrer le lemme 15.131 on doit commencer par un lemme prélimi- 
naire. 

Lemme 5.14. On se donne un diagramme 



(5.27) 



2, 



1,2 





ai 





/32 



02 



z 



tel que Li,L2,ji,j2 soient des immersions fermées et que le losange soit cartésien. 
Soit 3^1, 3^2 e Dl{Z,E) et 

u e Hom£,6(;ji,2jî) (62,!a2(3^2),''i,!aï(3'i))- 
Par adjonction on en déduit u' : i*ii2,\Oi2{'3^2) ~^ Oi\{3^i), puis 

u" : Jl,!/32*(3^2) = J1,!J2«;(3^2) ^ ^^2,!«;(3^2) ^ «U^l) 

o-ù l'isomorphisme est le changement de base propre, et enfin par adjonction un 
morphisme 

n"':/32*(3^2)^ji«i(3^i)=M(3^i) 
dans D'^(r,E). Alors u est égal à la composée 



(5.28) 



^2,!a;(3^2) ^ ^2,!J2,*J2«;(3'2) = (^2j2)!/32*(3'2) = (^1 Jl ) l/^^ (3^2) 



^ (''lJl)!/3l(3'l) = ii,!ji,!jl«i(3'l) iijttUS'l) 



Démonstration. On va exprimer u à l'aide de u' puis m" et enfin u'". D'abord u 
est égal à la composée i2,!«2(3^2) '•i,!'-î'-2,!«2(3^2) — ^ '•i,!tti(3^i). 
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L'isomorphisme de changement de base propre i*i2.! — > Ji,!j2 vient par adjonc- 
tion de 62,! '■2,!j2,*J2 — '•i,*Ji,!J2î d'où la commutativité du diagramme 

adj ^ 
^-2,! ^ ''l,*'-i''2,! 



adj 



cb 



l'2,\j2,*J2 = t'l,\Jl,*J2 

Il en résulte que u est égal à la composée 

^2 .«;(3^2) ^ 62 -J2,*J2«;(3^2) = (62j2)!/32(3^2) = (^ijl) l/^a (3^2) ^ -ttUS^l)- 

Enfin m est égal à la composée (15. 28p . car u" est adjoint de u'", donc égal à la 
composée 

Ji,!^2*(3^2) ^ Ji./3i(3^i) = ji,!ji«U3^i) ^ «î(3^i)- 

□ 

Démonstration du lemme 15.131 Grâce au lemme 15.91 on peut appliquer le 
lemme [5.141 au diagramme ( 15.16p . c'est-à-dire que l'on prend 2.^'^ = Z^^^^'^'^^^^\ 
Z = Z^^\ r = r(-^) et = 3^2 = ICj(7). D'après IK^ et comme tout endomor- 
phisme d'un faisceau d'intersection est le produit par une fonction localement 
constante, on voit que u'" est le produit par une fonction localement constante 
/ : r(-^) Il en résulte que dans le lemme 15.131 la composée de la ligne supé- 

rieure admet forcément une factorisation comme dans la ligne inférieure, le seul 
problème restant est de calculer /. Il suffit de calculer / sur l'ouvert de lissité de 

^"'^fLw ' ^'^'^ note 3- Comme /C3 est constant on peut le remplacer 

partout par (ce qui induit un décalage en cohomologie mais ne change pas la 
fonction /). On va utiliser le théorème 11.181 et la proposition 15.71 On note uw, 
ujv et ujy* les plus hauts poids de W , V et V* . Comme l'énoncé est local pour la 
topologie étale, on peut remplacer 2,^'^ par un voisinage étale 3^'^ d'un point où 
l'on veut calculer /, et et '^2 par leurs images inverses 2)i et 2)2- On prendra 
3^'^ assez petit pour que /i3(3^'^) C 3- En appliquant le a) du théorème ll.l8l à la 
partition ({1}, {2} U /) de {1, 2} U /, et grâce à l'isomorphisme 



p^({2}U/) 

^^{2}VjI,(uiy.,L0w) 



de la remarque 11. 10[ on obtient, pour un choix convenable du voisinage étale 3^'^, 
un morphisme étale 

(5.29) (h, h2, h) : 3''' ^ Gr^,„,, x Gr,^„, x Grf^ 



,UJw 



Le choix d'une involution de Cartan de G identifie Gr^^^, ,j à Gr^,^ „. On note 

Y = Gr^^ et 3^ = ICy- 

On va vérifier que l'on se retrouve dans la situation de la proposition 15.71 

Pour justifier que les conditions de la proposition 15.71 sont satisfaites, on va 
appliquer le a) du théorème 11. 181 à la partition ({1}, {2}U/). On utilise la partition 
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({1}, {2}U/) plutôt que les partitions ({1}, {2}, /) ou ({1}, /, {2}) car cela permet 
de considérer le diagramme f lS.lOp tout entier. 

On montre d'abord que (/i2, ^s)!^,^ : 2)i — )• F x 3 et {hi, h3)\^^ : 2)2 — )■ 1^ x 3 
sont étales. En fait 

ih2, h)\^ -."éi^Y X Gt\^1 et (hu /i3)L ■.'é2^Y X gA^I 
sont étales car 

ih± ,a^) ■.^^^Y xZ^'^ et {^L , : 'ê2 ^ Y x Z^'^ 



sont étales, en vertu de la remarque 15.81 

D'autre part h2\y^ se factorise par Froby localement pour la topologie étale. 
En effet les diagrammes commutatifs comme fl5.4p sont construits à l'aide des 
diagrammes commutatifs f ll.Sp du a) du théorème 11.181 L'idée est qu'avec les 

notations du diagramme f l5.14p le point ^So) de Hecke;^^^^ est égal à 

(^Si — ^ ^9o) et donc est l'image par FrobHecke„^,„ de (9i 9o). 

On doit montrer que pour tout point p comme dans l'énoncé de la proposi- 
tion [5]T1 le scalaire f{p) de (15. 8p est égal à la valeur de hy^v en n'importe quel 
point défini sur Fg de la G(0)-orbite contenant hi{p). On précise que 02 est dé- 
fini comme dans la remarque 15.61 à partir d'un isomorphisme 02 et que 0i et 02 
proviennent du fait que ICy est G(0)-équivariant, et que {hi, /i2) : 2)i Y x Y 
et [hi, h2TT2) '■ 2)2 Y X Y ont leurs images dans la partie de Y x Y formée des 
couples de points appartenant à la même G(0)-orbite. D'autre part on vérifie que 
les morphismes Ô2 et evi du lemme 15.131 fournissent par les constructions précé- 
dentes les morphismes a et /3 de (15.7p . Grâce au corollaire 11. 22 ^ cela résulte d'un 
résultat analogue pour les champs de Hecke, qui est lié au produit de fusion dans 
|MV07] . Ce résultat est le suivant. On peut définir pour les champs de Hecke des 
morphismes analogues aux morphismes ôi et evi construits dans (I5.19P et (I5.2ip . 

l'immersion 



Plus précisément on note l[ : Hecke^j^,!, — )■ Hecke ||^2}\^2v. ^v») 



A{v) 



qui à (9 — ^ 9') associe (9^9'^ 9). On note a[ : Heckei^-j^^^, — )• Buug le 
morphisme qui à (9 9') associe 9- On définit 



— )■ l[ [(«'J'-Esunc 

A{v) 



de la même façon que evi dans (I5.2ip (c'est-à-dire qu'il vient de la définition du 
produit de fusion |MV07] ). Par adjonction ev'^ équivaut à la donnée de 



(5.30) (4)*(ICL..((i>,{^» 



) ("J'-^Bunc 

A(f) 



On note = ICf ^ . On note DJ" le dual de Verdier relativement à Buug, de 



•'Hcckei 

sorte que Dî" = 5". On a un isomorphisme canonique entre 
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({1},{2}) 



— )■ Hecket^„ ^ x Hecke^j^^ „ est le 



et pl^iS'^BS') où pi,2 : Hecke™ 
morphisme qui à 

(5.31) (So ^ Si ^ S2) 

associe ((So — > Si), (S2 Si)) - Alors (I5.30p provient du morphisme canonique 
3^®I])J' —7- {a[yEBunc- Enfin on a un résultat analogue pour le morphisme ô[ défini 
comme ôi. □ 

6. Relations d'Eichler-Shimura 

Les relations d'Eichler-Shimura affirment que si une patte est fixée en une place 
V, alors l'action sur la cohomologie des chtoucas du morphisme de Frobenius 
partiel en cette patte est annulée par un polynôme dont les coefficients sont des 
opérateurs de Hecke en v. Il est donc essentiel pour donner un sens à cet énoncé 
de considérer les opérateurs de Hecke étendus de la définition 15.21 

Soit / un ensemble fini. Dans la suite / U {0} désignera la réunion disjointe. 

Soit W une représentation de (G)^ et V une représentation irréductible de G. 
On considérera ly Kl comme une représentation de (G)^^^'^\ 

Soit un sous-schéma fini de X et f une place de X n'appartenant pas à A^. 
On note le faisceau constant sur v = Spec{k{v)) . 

Proposition 6.1. Pour n assez grand (en fonction de deg{v),V), on a l'égalité 

dim V 

(6.1) Y. (-l)^(<f ° S^..^V-.y,, = 



dans 

Hom£,6((^^^)/ ^^^E) y u ^c,N,i\j{Q},w^v 
où pour j G {0, dim V} 



(X-^Nyxv 



<fi+2 deg(i;)(dim V)k,: 
c,N,IU{0},WmV 



{X-^Nyxv 



: J{ 



<li+K,E,E 



^A3V,v ■ ■^'■c,N,iu{o},wmv ~^ '''■c,N,iu{o},wmv 

est l'opérateur de Hecke étendu associé à la représentation A^V et à la place v, 
et où 



F{o} ■ (Id(xxiv)^ X Frob^ 



'^c,N,iu{o},wmv 



{X-^N)'xv 



^r<^l'+K,E,E 
^ '^c,N,IU{Q},WmV 



{X\N)'xv 



désigne, pour tout fi' , l'action du morphisme de Frobenius partiel en la patte 0. 
Remarque 6.2. Dans l'énoncé précédent on a 



pdeg(i)) . ar<fi',S,E 

-^{0} • ■^c,N,iu{o},wmv 
car Frobî!'^^^'''* est l'identité de v. 



{X\Nyxv 



</i'+deg(i;)K,H,_E 
c,N,IU{0},WmV 



{X-^N)ixv 



Avant d'attaquer la démonstration on commence par rappeler une preuve "ten- 
sorielle" du théorème de Hamilton-Cayley, d'après le paragraphe 6.5 de |Civ08] 
(voir aussi |Pet09] ). 
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Lemme 6.3. (paragraphe 6.5 de |Civ08] ) Soit X un objet d'une catégorie tenso- 
rielle (T, ®) sur un corps k de caractéristique 0. Pour tout entier l, on note 21/ : 
X^' X^' Vidempotent \ J2aeei ^(^)^ ^^^^ l'image est A'X. Soit T G End(X) 
etn EN. Pour tout U G End(X®("+i)) on note ^(r, f/) G End(X) l'opérateur 
composé 

X '''''^^^^") X ® X®" ® (X*)®" = X®("+i) ® (X*)®" 

^ ^j^*^^n = X®" (g) (X*)®" 

) X (g) X®" (g) (X*)®" X 



1 " 

(6.2) (tn{T, 2l„+i) = —— y^i-iy Tr(A"-T)T\ 

n + 1 

i=0 

Remarque 6.4. Ce lemme fournit une preuve du théorème de Hamilton- 
Cayley car en prenant pour (T, (g) la catégorie des espaces vectoriels de 
dimension finie sur k et pour X un espace vectoriel V de dimension n, on a 
2t„+i = 0, donc Cri(T, Stn+i) = et (16. 2p est la relation de Hamilton-Cayley 
Er=o(-l)*Tr(A"-*T)T* = 0. 

Démonstration (d'après |Civ08[ IPet09] ). On développe 2l„+i en une somme 
sur les permutations a de {0,...,n} et on distingue suivant la longueur i{(T,0) 
du cycle contenant 0. Pour i G {0,...,n} le nombre de permutations telles que 
£{a, 0) = i + 1 vaut toujours n\, car il y a n{n — 1) ■ ■ ■ [n — i + 1) possibilités 
pour le cycle, et {n — i)\ possibilités pour la permutation restante. Il suffit donc 
de démontrer que pour tout i G {0, ■■■,n}, 

^n{T, ^ Yl "(^)^) = (-1)' Tr(A-T)r. 

' cree{{o,...,n}),^((T,o)=î+i 

Comme C^„(T, U) est inchangé si on conjugue U par une permutation de {0, n} 
fixant 0, on peut remplacer la moyenne sur les permutations cr telles que i{a, 0) = 
i + 1 par une moyenne sur les permutations a telles que OA-lA-'-A-iA-Oet 
il suffit donc de démontrer que 

(6.3) C„(t,^-1-^ J2 s(a)a) = (-l)^Tr(A"-T)r. 

o-ee({o,...,n}),o-^i-^---^î-^o 

La moyenne précédente est en fait une moyenne sur les permutations de {i + 
l,...,n}, d'où le facteur Tr(A"^*T) dans le membre de droite de (16.31) . On en 
déduit (16.31) . car en notant a G ©({0, la permutation circulaire 0-^1-^ 

■ ■ ■ -H- 2 on a s(cr) = (—1)*, et on va montrer que (ti(T, cr), qui par définition 
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est la composée 
(6.4) 



> x®(*+i) ® (X*)®^ = X ® X®^ ® (X*)^ 



Idx 8)T®^(g)Id(^*)® 



>x 



^ X ® X®* ® (X*) 

est égal à T* : X — > X. L'égalité entre la composée f l6.4p et T* découle, par un 
simple réarrangement de variables, du lemme suivant, appliqué à n = i, /o = Id 
et /i = ■■■ = /. = T. □ 

Lemme 6.5. Soit (T, (g)) une catégorie tensorielle (au sens de |Del90| ). Soit X 
objet de7 et foJi,...,fn G End(X). Soient l^X^XetX^X^lles 



un 



morphismes canoniques. Alors fn - ■ ■ /i/o : X — )■ X est égal à la composée 



X 



Idx 



->X® (X®X)' 



> X ® (X ® X)®" 



(X ® X)®" X 



^X. 



Démonstration. On le montre par récurrence sur n en utilisant l'axiome selon 
lequel la composée 



X 



Idx ®<5x 



> X (g) (X ® X) = (X (g) X) (g) X 



evx ® Idx 



> X 



est égale à Idx- D 
Démonstration de la proposition I^TT] , Soit n = dimV. L'opérateur composé 



1/' 



3 71+1 



est nul, puisque l'opérateur d'antisymétrisation St^+i : \/®"+^ — ). V"®""*"^ est nul. 
Dans la suite de la démonstration on note A tous les morphismes diagonaux. 
Comme A est nul, le morphisme composé 



.tt,<Ai,H,E 



(6.5) 



,N,IU{0},WmV 



(X\Nyxv 



ar<lJ,,'E,E 

c,N,IU{0}U{l,...,n}U{n+l,...,2n},WmV^V^"m(V*)^" 
c,N,IU{0}U{l,...,n}U{n+l,...,2n},WmV^V^"'m(V*) 



{X-^NyxA{v) 
{X-^N)'xA{v) 



■<IJ,+n dcg{v)K,'E,E 

'c,N,IU{0}U{l,...,n}U{n+l,...,2n},WmVmV^"m{V*)^'' 



(X-^NY xA{v) 
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est nul. D'autre part on développe le morphisme composé (16. 5p en écrivant A 
comme une moyenne sur les permutations o G ©({0, n}) et on calcule le terme 
correspondant à chaque permutation a par la même méthode que dans la preuve 
du lemme 16.31 On note i + 1 la longueur du cycle contenant et on se ramène au 
cas où ce cycle est 0— î-z— )-0. Pour faire apparaître le terme Sai-ïv,,; 
on applique le lemme 16.61 ci-dessous à 



= J U {0} U {1, U {n + 1, ...,n + ï}, j = n-i 

et {1, j} U {j + 1, 2j} au lieu de {i + 1, ...,n} U {n + i + 1, ...,2n}. 

Pour faire apparaître le terme {F'^Q^^'"^y (et remplacer dans la preuve du lemme [ïïTSl 
l'égalité entre (16. 4p et T*) on applique le lemme [6?71 avec {1, i} U {z + 1, 2i} 
au lieu de {1, i} U {n + 1, ...,n + i}. On obtient finalement que le morphisme 

composé (ESD est égal à Er=o(-l)'(^{!)?^''^' 
composé (16. 5 p est nul, cela implique (16. ip . 



SA"'iv,v Comme le morphisme 

□ 



Lemme 6.6. Soit K un ensemble fini et U une représentation de (G)^ . Soit V 
une représentation de G et j & {0, dim \^}. Le morphisme S^jy^^ est égal à la 
composée 



(6.6) 



c,N,Ku{i,...,j}u{j+i,...,2j},umv^m{v*)^3 



c,N,KU{l,...,j}U{j+l,...,2j},U^V^m{V'')^^ 



\dcg(ii) 



nfcg{i,...,j}(-^{fc})''"°''' rir<tJ-+j deg{v)K,E,E 

c,N,KU{l,...,j}U{j+l,...,2j},UmV^m(V*)^^ 



ob,<fi+j dog{u)K,=.,E 



(X\Af)^xA{i;) 

{X-^N)KxA{v) 



^c,N,K,U,cv 



^ ■^c,N,K,U ^ 

Démonstration. Cela résulte de la construction de S^jy^y dans la définition 
définition 15. 2[ et du fait que 2lj est un idempotent de V^^ dont l'image est A^V. 
Plus précisément on utilise les égalités 



(2tj ® Id(y*)®j) o Syssj = LO SajV et eVy»j OL = ev^jv 

en notant l l'inclusion de A^V ® (A-'Y)* dans V®^ ® (\/*)«i. 



□ 



Lemme 6.7. Soit I un ensemble fini et W une représentation de [G)^ . Soit 
V une représentation de G et i E N*. Soit a G (3({0, i}) la permutation 



60 



VINCENT LAFFORGUE 



O—î-l— î-i—î-O. Le morphisme 



S,<fj..S,E 



-c,iV,/U{0},M'KIV,5^g,i 



{Xs,]V)-f XJJ 



■^c,N,iu{o}u{i,...,i}u{i+i,...,2i},wmvmv^m{v*)^i 

^ c,N,IU{0}U{l,...,i}U{i+l,...,2i},WmvmV^m{V*)^i 



dcg{ii) 



V rLr<A'+îdeg(u)K,H,£; 

c,7V,7U{0}U{l,...,î}U{i+l,...,2î},Vt'KiyKV^*K(y*) 



(X\Ar)-f xA(î)) 

(X\Ar)-f xA(i)) 
(X\7V)^xA{v) 



"c,JV,/U{0},WKV,cv 



est é(7a/ à {F^of^^y. 



Démonstration. En réarrangeant les variables on se ramène à un énoncé comme 

— - - — J^ — {0} 



le lemme [675] avec n = i, /q = Id et /i = ■ ■ ■ = /j = F'^Qy^^\ et on le démontre de 
la même façon, par récurrence sur n. □ 



Remarque 6.8. Le lemme précédent repose sur la même idée que le théorème 1 
de |NBC06ci] . En particulier le lemme [6751 est très proche du lemme 2 de loc. cit. 



Deuxième partie : action des groupes de Galois 

7. Sous-faisceaux constructibles stables par les morphismes de 

Frobenius partiels 

Soit E une extension finie de contenant une racine carrée de g et 0^; son 
anneau d'entiers. 

Suivant |Gro72) on appelle point géométrique x d'un schéma Y la donnée d'un 
corps séparablement clos k{x) et d'un morphisme Spec(fc(x)) — Y. Autrement 
dit c'est la donnée d'un point x de F et d'une extension séparablement close 
k{x) de k{x). Soit A = Oe, E ou Qe. Si 5" est un A-faisceau constructible sur 
un ouvert de Y contenant x, on note 3^^ ou la fibre de 3^ en x, qui est un 
A-module de type fini. On note Y(5;) le localisé strict (ou hensélisé strict) de Y en 
X. On rappelle que Y(^) est le spectre de limr(f/, 0^) (où la limite inductive est 
prise sur les voisinages étales x-pointés de x) qui est un anneau local hensélien 
dont le corps résiduel est la clôture séparable de k{x) dans k{x). Si x et y sont 
deux points géométriques de Y, une fièche de spécialisation sp : x ^ y est un 
morphisme Y(x) — )■ Y(jj) , ou de façon équivalente un morphisme x — )■ Y(jj) (une telle 
fièche existe si et seulement si y est dans l'adhérence de Zariski de x). D'après 
le paragraphe 7 de |Gro72] une telle flèche de spécialisation induit pour tout A- 
faisceau constructible 5" sur un ouvert de Y contenant y un homomorphisme de 
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spécialisation sp* : J'y — )• 5"^ (qui découle simplement de la définition de la fibre 
d'un faisceau en un point géométrique). 

Soit / un ensemble fini. Pour raccourcir les formules on écrit A : X pour 
le morphisme diagonal, qu'on avait noté précédemment A^x avec ( : I ^ {0} 
l'application évidente. On rappelle que 77 = Spec(F) désigne le point générique 
de X et = Spec(F^) le point générique de X^ . 

On fixe un point géométrique r] au-dessus de rj, c'est-à-dire une clôture séparable 
F de F. On fixe un point géométrique t]^ au-dessus de rj^ , muni d'une flèche de 
spécialisation sp : t]^ ^(ji)- 

Le rôle de sp est le suivant. Les faisceaux ^^c'^'/'pv^ sont lisses sur des ouverts 

de X^ ne contenant pas forcément A(?7) et c'est donc leur fibre en 7]^ que l'on 
étudie. D'un autre côté on construira certains sous-faisceaux qui se prolongent 
en des faisceaux lisses sur un ouvert de X^ contenant A{ri) et pour ces sous- 
faisceaux il est très important de considérer la fibre en A{fj) du prolongement car 
elle est plus canonique (par exemple elle est compatible avec l'action du groupe 
de permutation ©(/)). Le rôle de sp est d'identifier la fibre en rj^ de ces sous- 
faisceaux avec la fibre en A{rj) de leur prolongement, et les remarques suivantes 
montrent que sp est vraiment nécessaire. 

Remarque 7.1. Il n'y a pas sur rj^ (ou de façon équivalente sur la clôture sépa- 
rable F^ de F^ telle que rj^ = Spec(F^)) d'action naturelle de &{!)■ Autrement 
dit F^ est une extension galoisienne de (_F^)®('^) de groupe de Galois ©(/) mais 
la suite exacte 

(7.1) 1 ^ Ga\(F^/F') ^ Gal(F^/(FO®^')) ^ ©(/) ^ 1 
qui en résulte n'admet pas de scindage naturel. 

Remarque 7.2. Le foncteur £ ^\a(-\ 

sur Ici Celte gorie des 0£;-faisceaux 

constructibles lisses sur un ouvert de X^ contenant A{ri) est compatible à la 
permutation des éléments de I (et plus généralement à l'image inverse par le 
morphisme X"^ — )• X^ , {xj)j^j h-?- (xç(j))jg/ associée à n'importe quelle application 
: / — J, où J est un autre ensemble fini). Cette propriété est héritée par le 
foncteur £ 1— )■ £|^ grâce à l'isomorphisme entre les deux foncteurs fourni par 
sp*, mais sans avoir fixé sp ce ne serait pas vrai, d'après la remarque 17.11 L'idée 
de considérer la fibre en un point géométrique de la diagonale apparaît dans le 
paragraphe 3.1 de |NBC06â] . 

Remarque 7.3. On note rî^^i^ = rîXc^^^^fr^- ■ ■ >^Q,pec¥^V spectre du corps f'^'''\ 
où la notation Ç^f^ indique que le produit tensoriel a lieu sur Fg. Le groupe de 
Galois Gal(F^ /F^) s'identifie au sous-groupe de ( Gal(F/ F)) image inverse de 
Z diagonal dans ( Gal(Fg/Fg))^ = Z^. Comme rf^i\ muni du morphisme diagonal 
Aijf) — )■ rf^i^, est une limite projective de voisinages étales A(r/)-ponctués de 
A (77) dans X^ , sp fournit une inclusion F^'^' C F^ et donc un morphisme 

(7.2) Gal(F^/F^) ^ Gal(F®^V^^)- 
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L'image directe de la suite exacte (17. ip par ce morphisme s'identifie à la suite 
exacte 

(7.3) 1 ^ Gal(F®^V^') ^ GdA(F^^'/{F'f^'^) ->©(/) ^ 1. 

Cette dernière est canoniquement scindée car Gal{F'^^'^^ / (F^)'^^^^) est égal à 
l'image inverse de Z X ©(/) c X 6(/) dans ( Gal(F/F))^ x ©(/). 

Dans la suite de ce paragraphe on notera en général par des lettres gothiques 
<£, (Ô, Wl les 0£;-modules ou les 0£;-faisceaux et par des lettres calligraphiées £, 
S, M les i?-espaces vectoriels ou les i?-faisceaux. 

On rappelle que pour toute partie J C / on note Frobj : — )■ le mor- 
phisme qui à (xj)jg/ associe (x^ie/ avec 

(7.4) x'i = Frob(xi) si i G J et x[ = Xi sinon. 

Lemme 7.4. (Drinfeld) Soit U un ouvert non vide de X. Le joncteur Ê — ^/^(jj) 
induit une équivalence entre 

- la catégorie Q{U,I,Oe) des OE-faisceaux lisses (constructibles) (B sur , 
munis d'actions des morphismes de Frobenius partiels, c'est-à-dire d'isomor- 
phismes F^iy : Fiohy^{(B) ~ Ê commutant entre eux et dont la composée est 
l'isomorphisme naturel Frob^/(Ê) ^ (£, 

- la catégorie des représentations continues de niiU^rjY dans des OE-fnodules 
de type fini. 

De plus l'homomorphisme de spécialisation sp* : ~^ fournit un isomor- 

phisme entre les Joncteurs Ê t— t- et (£ ê|^ sur la catégorie G(U,I, Oe)- 

Notation 7.5. On note Q{U,I,E) la catégorie déduite de G{U,I,Oe) en quo- 
tientant par les faisceaux de torsion. 

Démonstration. Dans le cas où jj/ = 2 l'énoncé figure dans le théorème 2.1 de 
[Dri78j . et on renvoie au théorème 4 du paragraphe IV. 2 de [Laf97J, au lemme 
VI.13 de |Laf'02a| et au paragraphe 6.1 |LauOO] pour la démonstration. Le cas 
général est traité dans le théorème 8.1.4 de |Lau04] . La dernière assertion est 
évidente. □ 

Lemme 7.6. (Eike Lau) Soit Q un ouvert non vide de X^ et (E un e- faisceau 
lisse (constructible) sur VL muni d'actions des morphismes de Frobenius partiels, 
c'est-à-dire d'isomorphismes F^q : Frob|j}.(È) ~ commutant entre eux et 

dont la composée est l'isomorphisme naturel Frob*7(Ê) ^ C Alors il existe un 
ouvert U de X tel que (£ s'étende en un OE-faisceau lisse sur . 

Démonstration. Soit Vt le plus grand ouvert de X^ tel que Ê s'étende en un e- 
faisceau lisse sur Vt. Alors le complémentaire de f2 est un diviseur de X^, invariant 
par l'action des morphismes de Frobenius partiels Frob{ji. de X^ . D'après le lemme 
9.2.1 de |Lau04] ce diviseur est inclus dans une réunion finie de diviseurs verticaux 
(images inverses d'un point fermé par l'une des projections X^ — X). Il existe 
donc un ouvert U C X tel que Vt^ . □ 
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Corollaire 7.7. L'équivalence de catégories du lemme 7^ fournit un Joncteur 
(dépendant seulement du choix der]) 

- de la catégorie des représentation continues de TTi{ri,rî)^ dans un OE-module 
de type fini, se factorisant par 7Ti{U,fî)^ pour un certain ouvert U de X 

- vers la catégorie des OE-faisceaux constructibles sur rj^ , munis d'une action 
des morphismes de Frobenius partiels, et admettant un prolongement à un 
certain ouvert Q de , 

et ce Joncteur est une équivalence de catégories. 

Démonstration. Cela résulte des lemmes [7.41 et [7^ □ 

Remarque 7.8. Le foncteur 3" i— )■ induit une équivalence entre la catégo- 
rie des O^-faisceaux {resp. i?-faisceaux) constructibles sur rj^ et la catégorie des 
représentations continues de 7ri{r]^,r]^) sur des O^î-modules de type fini {resp. E- 
espaces vectoriels de dimension finie). L'image inverse par Frobjj} est une auto- 
équivalence de la catégorie des O^j-faisceaux {resp. iï^-faisceaux) constructibles 
sur 7]^ . Si 5" est muni d'une action des morphismes de Frobenius partiels, et si 
M C est une sous-7ri(r7-'^, r7'^)-représentation, et S le sous-faisceau de 3" sur 
rj^ tel que M = S:;^, on dira que M est stable par les morphismes de Frobenius 
partiels si c'est le cas de S. 

Remarque 7.9. On va définir un groupe Weil^(r7'^/?7'^), extension de par 
KeT{7ii{ri^ ,ri^) — )■ Z), qui 

- lorsque / est un singleton, s'identifie au groupe de Weil usuel tti (77,77) Z, 

- lorsque = 2, est le groupe noté FGal{K/K) dans le paragraphe 4.1 de 

|Dri78) . W\ dans le théorème 7 de |Kaz79] et ZVT^a dans le lemme VI. 13 de 
|Lafn2a] . 

On note (F^)p^'"^ et (F^)?^^ les perfectisés de et F^, si bien que (F^)?''^ est 
une clôture algébrique de F^ . On définit alors 

WeiF(W^O = e Aut^((F^)P-f),3(n,),e/ G Z^ej^^,^^,, = l[{FToh{,,yr} 
= {ee Ant{{F^r^'),3{n,),^j G Z',e\^^,^^^, = n(Frob{,|)"'}/{Frob", n G Z}. 

On a un morphisme surjectif Weil^ {rj^ / rj^) — )■ {^Weil^ {fj / ri)y (dépendant de sp) 
qui explicite l'équivalence de catégories du corollaire 17.71 : bien que ce morphisme 
ne soit pas injectif lorsque jj/ > 1, les deux groupes ont le même complété profini 

Soit N un sous-schéma fini de X. Soit W une représentation de {G)^ . Grâce aux 
morphismes de Frobenius partiels on a une action naturelle de Weil^ (77^/77'^) sur 

Hf 

sur lequel 



lim ^c'^^f^ . On va définir un sous-espace ( lim CK| 

cette action se factorise par iTi{ri,fi)^. 



0,<^i,E,E 
c,NJ,W 
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On fixe k assez grand (en fonction de W) pour que l'action des morpliismes de 
Frobenius partiels soit donnée par des morpliismes 

'E 



(7.5) 



: Frob^,}(:K: 



cO,<fi,'B,E\ 



. rirO,</i+K,ï 



est Hecke- 



de i?-faisceaux constructibles sur (X \ N)^ . 

Définition 7.10. Soit x un point géométrique de {X \ N)^ . 

On dit qu'un sous-0£;-module de type fini Wl de lii^ ^c'^'/'w^ 
stable s'il est stable par tous les opérateurs T(/) pour / G Cc{Kj^\G{A)/ Kj^, Oe)- 

On dit qu'un élément de lim 'K^'^'^j^ est Hecke-fini s'il appartient à sous- 
0£;-module de type fini Hecke-stable. 



On note ( lin^^ CK 



rO,<fl,E,E 



m 



l'ensemble des éléments Hecke-finis, qui est un 



sous- i?-espace vectoriel de lim ^^c'^'/'pv^ stable par 7ri(a;, x). 

^-A* 111 ^ 

Lemme 7.11. Pour tout sous-E-espace vectoriel de dimension finie de 



o,<At,; 



les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) il est inclus dans ^lii^ ^c'^'/'w^ j ; 

(ii) il est inclus dans un sous-E-espace vectoriel de dimension finie M de 



lin^ 



c,NJ,W 



qui admet un Os-réseau 971 Hecke-stable 



( m ) même condition que (ii) avec en plus Wl (et donc M ) stables par vti (x, x) . 



On remarque que ^lii^ "^c'n^i 



■0,<Ai,H,_B 
W 



Hf 



□ 

est stable par Cc{Kn\G{A) / Kn, E) 



car pour tout / G Cc{Kn\G{A)/Kn,E), Cc{KN\G{A)/KN,OE)f est un 
Cc{K]\i\G{A) /Kn, 0£;)-module a droite de type fini. 

Si X et y sont deux points géométriques de (X \ N)^ et sp : x — )■ y une fièche 
de spécialisation, l'homomorphisme de spécialisation 



5p* :lh^ :K°;|f/ 



^lii^:K 



■0,<fi,E,E 
c,N,I,W 



envoie 



lii^ :k°'^'^'-'^ 



A» 

Hf 



dans 



lim :k°'-^'"'-^ 



Hf 



car les opérateurs de 



Hecke sont des morpliismes de faisceaux. 

Dans le cas particulier où x = rj^ , la sous-7ri(r7^, r7^)-représentation 



Hf 



est stable par les morpliismes de 



Frobenius partiels. 

On commence par étudier le cas où / = et = 1. D'après la proposition 11. 161 
d) (extraite de la proposition 2.16 de | Var04] ) on a 



C,(BunG,7v(F,)/S,E). 
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La restriction à ¥q dans le membre de gauche a un sens car ^c'^'g' i'^ 
faisceau (au demeurant trivial) sur i]'^ = ¥g. Le cas où / = {0} et W = 1 n'est 
guère différent car on a, pour les mêmes raisons, 

In^ JCjJll'g^^l^ = C,(BunG,;v(F,)/S, E) 
et le faisceau 5^^'^^'^}^ est en fait constant sur X \ N. 

Notation 7.12. On note Q''''P(BunG,Ar(Fg)/H, _E) le sous-espace de 
Cc(BunG,Ar(Fq)/S, E') formé des fonctions cuspidales. On rappelle que 
C^"^P(BunG Ar(Fg)/S,£') est de dimension finie et stable par tous les opérateurs 
T(/) pour / G a{KN\G{A)/Kr,,E). 

Remarque 7.13. On a une inclusion évidente 

(7.6) G{F)\G{A)/Kr,E C BnucA^,)/^ 

dont l'image est formée exactement par les G-torseurs localement triviaux pour 
la topologie de Zariski. A priori BunG',Ar(Fç)/H est une réunion finie de tels quo- 
tients adéliques (pour certaines formes intérieures de G), en nombre ker^(F, G). 
Bien que ce résultat n'ait pas d'utilité pour nous, on note que fl7.6p est une bi- 
jection si G est déployé car d'après Kottwitz |Kot84[ IKot84] et Nguyen Quoc 
Thang |NQT11| théorème 2.6.1 pour l'adaptation en caractéristique p, ker^(F, G) 
est le dual de ker^(F, Z(G)(Q;)), qui est nul par le théorème de Chebotarev dès 
lors que Gal(F/F) agit trivialement sur Z{G). 

Proposition 7.14. L'espace des fonctions cuspidales C™'^P(BunG' 7v(Fq)/S, E') 
est exactement le sous-espace lin^^ ^r'^^'T^ 
C,(BunG,7v(F,)/H,E). 



Hf 

) des fonctions Hecke-fînies de 



Démonstration. On montre d'abord que toute fonction cuspidale est Hecke- 
finie. On note 

CTP(BunG,iv(F,)/H, Oe) = Crn^^^cA^i)/^, E) n C,(BunG,^(F,)/S, 0^). 

Alors C^'^'^P(BunG',iv(Fg)/S, Oe) est un sous-0£;-module de type fini. Il est stable 
par tous les opérateurs T[f) pour / G Gc{K]y\G{A) /Ki^, Oe) car c'est le cas de 
CTP(BunG,jv(F,)/H,E) et Ce(BunG,^(F,)/H, O^j). 

Il reste à montrer que toute fonction Hecke-finie est cuspidale. Cela résulte du 
lemme suivant. □ 

Lemme 7.15. Soit f G |X| \ |A^| et H un sous-espace de dimension finie de 
Gc{BunG,N{¥q) fE, E) , stable par tous les opérateurs de Hecke en v. Alors H est 
inclus dans Q'^'^P(BunG,7v(Fç)/S, E). 

Démonstration. D'après la remarque 17.131 il suffit de montrer le résultat pour 
le quotient adélique G{F)\G{A)/Kn'E. Le lemme résulte alors du lemme suivant, 
qui servira de nouveau lorsqu'on étudiera le cas où G n'est pas déployé. En fait 
il est inutilement compliqué d'invoquer la remarque 17.131 car il suffirait de dire 
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que BunG' Ar(Fq) est une réunion finie de quotients adéliques pour des formes 
intérieures de G et d'appliquer le lemme suivant à chacun d'entre eux. □ 

La notion de niveau apparaissant dans le lemme suivant est plus générale que 
celle considérée jusqu'à présent. Elle est bien adaptée au cas non déployé, et ne 
sert que dans le lemme suivant et dans le paragraphe [TU] consacré aux groupes 
non déployés. 

Lemme 7.16. Soit G un groupe réductif connexe sur F. On se donne un "niveau" 
N, c'est-à-dire 

- un ensemble fini de places \N\ 

- un modèle entier réductif de G sur X \ |A^| 

- et un sous- groupe compact ouvert K^q = Y[we\x\ ^n,w C G (A) avec K^q^^ = 
G(O^) pour tout w e\X\\ \N\. 

Soit S un réseau de Z{F)\Z{A), où Z désigne le centre de G. Soit v G |X| \ 
\N\ une place où G est déployé. Soit H un sous-espace de dimension finie de 
Cc{G{F)\G{A)/Kn'^,E), stable par tous les opérateurs de Hecke en v. Alors H 
est inclus dans C™'^P(G(F)\G(A)/ir^H, E). 

Démonstration. Après avoir fixé un isomorphisme ~ C, on remplace E 
par C dans l'énoncé. Comme l'action des opérateurs de Hecke en v sur H est 
diagonalisable on peut supposer H de dimension 1. On raisonne par l'absurde. 
Il existe alors / G Cc{G{F)\G{A)/ Kisf^jC) propre par tous les opérateurs de 
Hecke en v et un parabolique P Ç G tels que le terme constant fp'-Q^ 
J^^^^^^j,^^ f{ug) soit non nul et cuspidal. On a noté U le radical unipotent de 
P et on rappelle que fp est une fonction sur U{A)M{F)\G{A)/Kn'E, où M est 
un sous-groupe de Levi de P. En suivant les pages 1 à 7 de |MW] . on introduit 
X*{M) = Hom(M, Grn) (sur F, et non sur F), on choisit un sous-groupe compact 
maximal K = Y[we\x\ de G{A) contenant K^, et grâce à l'égalité P{A)K = 
G{A), à l'application deg : F^\A^ — )■ Z, et au fait que l'image Km de K f] P{A) 
dans M (A) est un sous-groupe ouvert compact de M(A), on définit la composée 

mp : U{A)M{F)\G{A)/KnE U{A)M{F)\P{A)K/KZ{A) 
M{F)\M{A)/KmZ{A) ^ A 

où on a noté A = Hom(Ker(X*(M) -> X*{Z)), Z). On note que 

Hom(A, C*) = Ker(X*(M) ^ X*{Z)) ®z C* C X*{M) 0^ C* 

s'identifie à un tore S C Z{M{C)) non trivial. Comme fp est non nul et cuspidal 
il existe une fonction h cuspidale sur U{A)M{F)\G{A)/K]S['E, propre par tous les 
opérateurs de Hecke en v (pour le groupe M qui est déployé en v puisqu'on l'a 
supposé pour G), et telle que 

(7.7) / fE{h{xomp)) 

JGiF)\GiA)/KNE 
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soit une fonction méromorphe non triviale de x, où x G 5 = Hom(A, C*) est un 
quasi-caractère et 

E{h{x°mp)) : g ^ {h{x <=> mp)){-fg) 

'yeP{F)\G{F) 

est la série d'Eisentein usuelle. Les paramètres de Satake en v associés h f et h 
sont des classes de conjugaison semi-simples dans G{C) et M(C) respectivement, 
que l'on note c/ et Ch- Pour que l'intégrale (17. 7p soit une fonction méromorphe non 
triviale de x il ^st nécessaire que pour tout x G S" la classe de conjugaison semi- 
simple de xch dans G(C) soit égale à ô{cf) (où 6 est un automorphisme de G{C) 
induisant t i— t^^ sur un tore maximal), ce qui est manifestement impossible, car 
si T C M est un tore maximal, les applications de T(C) vers les ensembles de 
classes de conjugaison semi-simples dans G{C) et M(C) sont surjectives et finies. 
□ 

On rappelle que le foncteur de fibre en r]^ induit une équivalence entre la catégo- 
rie des £;-faisceaux constructibles sur r]^ et la catégorie des représentations conti- 
nues de nilî]^ ,1]^) sur des 0£;-modules de type fini. La proposition suivante est 

cruciale car elle permettra (dans le corollaire [721]) de munir ^ lin^^ ^c'^'/' 

d'une action de {'iïi{'t],fî))^ . 



Hf 



Proposition 7.17. Soit W une représentation de {GY . Soit M un sous-E- 



espace vectoriel de dimension finie de lir^ ^c'îv'/'"îy 



, possédant un (DE-i"éseau DJl 



cO,<iJ.,E,E 

Hecke-stable et stable par TTi{ri^ , rj^) (donc M est également stable par TTi{r]^ , f]^) ). 
Alors il existe 

- un ouvert U G X \ N, 

- un objet (£, (-F{j})jg/) de la catégorie Q{U,I,E) définie après le lemme [TT^ 
ci-dessus, 

- un copoids dominant fii, un ouvert dense Qi C sur lequel "^^'^^jw^ 

de E-faisceaux lisses sur 



lisse, et une injection ti : M- ^c'n'^iw^ 

Qi, tels que lA— : £|— — > lim ^^c'^'/'^v^ soit une injection de E-espaces 

vectoriels, dont l'image contient M, 
de sorte que les conditions a) et b) soient satisfaites 

a) Li\^j est compatible avec l'action des morphismes de Frobenius partiels sur 

c lim :K°'|'';^^ est égal à 



E (n^5((nF^°b-)*(g) 

où s le E-faisceau sur rj^ tel que S nr = 
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Quitte à diminuer U et Vti et augmenter fii, (£, et Li sont uniques, à 

un unique isomorphisme près. 

Enfin le sous-E-espace vectoriel de dimension finie ii|^(£|^) C 

lin^^ ^c'^'/'w^ stable par tous les opérateurs de Hecke T{f) pour 

f eC,{K^\G{A)/K^,E). 

Remarque 7.18. La condition a) est équivalente à la condition 

a') Pour tout z, il existe un ouvert il C r2inFrob^.j(r2i) tel qu'on a le diagramme 



commutatif 



(7i 



Frob^,}(£) 



Frob|.j(ti)|f2 



n 



^ '^c,N,I,W 



Cependant on ne sait pas contrôler Q (voir à ce sujet la remarque I7.20p . 
La condition b) équivaut à la condition 

b') (£|— ) est le plus petit sous-i?-espace vectoriel de lim 

- stable par TTi{ri^ ,ri^), 

- stable par l'action des morphismes de Frobenius partiels (ce qui a un 
sens grâce à la stabilité par 7ii{ri^ ,ri^)), 

- et contenant M. 

Démonstration de la proposition I7.1TI II suffit de montrer l'énoncé pour W 
irréductible. On écrit W = (S^ig/^î- 



Il existe fl tel que dJl soit inclus dans l'image de 'K[ 



■0,</l,3,E 
c,NJ,W 



dans 



^C,N,I,W 



_. On prend fi assez grand pour que cette image soit égale 



à l'image de "K^'^^j"^ 
sous-0£;-module de CK' 



dans 'y^cN^i w 



Alors 971 est canoniquement un 



0,<Afo,=,-E 
c,NJW 



On note le sous-O^j-faisceau (sur rj^) de 



tel que = £0Î. Alors, pour tout {ni)i^j G N^, 

n^{"}((nF^°b-)*(0)) 



16/ 



est un sous-0£;-faisceau de [}{°'^'^o^(^>eJ^"*)'''"'^ 



Soit dJl la somme sur {uiji^i G des sous-O^-représentations de Tii{ri^ ^rj^) 
dans le E'-espace vectoriel lim données par les 



n^s((nF^°b-)*(6)) 



i&I 
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Lemme 7.19. Le Q E-module OJt est de type fini et est réalisé comme un sous- 

pour JIq assez grand. De plus le sous-0 E-faisceau <Ô 

_ = est stable par l'action des morphismes de 



OE-fnodule de "y^^cftiw^ 



'^c,N,I,W 



tel que <Ô 

Frobenius partiels dans lin^^ ^c'^'/' 
isomorphismes. 



, et les Fjj} : Frobîj|((S) — )■ & sont des 



Démonstration du lemme 17.191 II suffit de montrer que 9Jl est de type fini 
comme O^j-module. En effet la stabilité de par les actions des morphismes de 
Frobenius partiels vient de la construction même de 50Î et les : Frob|j|(ô5) — 

(Ô sont alors des isomorphismes car leur produit est l'action du morphisme de 
Frobenius global et un produit d'endomorphismes d'un O^-niodule de type fini 
ne peut être un isomorphisme que si chacun est un isomorphisme. 

Il reste donc à montrer que 971 est de type fini. Soit /xq comme ci-dessus, c'est- 
à-dire tel que se réalise comme un sous-0£;-faisceau de "^^^c^^iw^ ■ 

un ouvert non vide de [X \ NY sur lequel est lisse. On prolonge <Ô de 

manière unique en un sous-0£;-faisceau de "^^^^^i w^ ' ^ '^'^ note encore 0, 
et qui est donc un 0£;-faisceau lisse constructible sur VIq tel que = 

Si {vi)i^i G (1^1)^ est une famille de points fermés de X on note Xi^iVi leur 
produit, qui est une orbite finie de points fermés de X^ sous l'action des mor- 
phismes de Frobenius partiels. Il est facile de montrer par récurrence sur jj/ que 
tout ouvert non vide de X^ contient un tel produit Xjg/t>j. On choisit une famille 
{vi)i^i G {\X\ \ \N\)^ telle que le produit Xjg/fj soit inclus dans Qq. On choisit 
un point géométrique Xjg/fj au-dessus d'un des points fermés de Xi^jVi et une 
flèche de spécialisation sp^ j de t]^ vers Xjg/t>j. 

Soit i E I . Pour tout n G N, la lissité de sur VLq implique la lissité de 
(Frob|j}.)*0 sur (Frob|jj.)^^(r2o) qui contient aussi le produit Xi^iVi, et donc 

(7.9) splj : (Frob^,^)*0|_ ^ (Frob^,^)*0|^ est surjectif. 

D'après la relation d'Eichler-Shimura en Vi (proposition 16. ip . on a 

dim Wi 

E (-l)"(^{1f'''^)"°^A-— -H'.''. = dans End(hmJCj|f/ ). 

r, Il Xi£lVi 

a=0 P- 



Par conséquent 

(7.10) (F^f 'V'-^'(©L^^,J C Y. (ntf'V(^A-— H..je5|^^^^J) 



à\mWi-l 



a=0 



70 



dans lin^ "K, 



c,NJ,W 



(7.11) 



VINCENT LAFFORGUE 
. En prenant la fibre en XifzjVi, il résulte de (IT.lOp que 



dimWi-1 
a=0 



dans lim "^c'n^i^I • Comme spl j commute à l'action des opérateurs de 



Hecke, en appliquant fl7.9p à n = deg(f j) dim(PVj) on obtient 



àeg{vi)\ dira Wi 
i} ) 



((Frob' 



deg{vi ) dira Wi Y ^ 



dimWi~l 



a=0 



dans lii^ ^c'^'/' • Comme Wl et donc & sont stables par l'action des opé- 



rateurs de Hecke S/^di 

pdcg{vi) -.diai Wi ( /-p^^udegCfi ) dim Wi x * 



on en déduit immédiatement 

dimH^i-l 



'((Frob 



(5 



a=0 



'<ieg{vi)\a 



((Frob' 



deg{»;i)aN * 
{i} ) 



6 



dans lii^ CK^'fr^r'V^;^ 



_. Il en résulte que 



m 



E 



K)»eien,6/{0,.--,deg(i'0 dim(VF,)-l} idl 



et donc VJH est un sous-0£;-module de type fini de lii^ "-^cNi 



■0,<ii,E,E 
W 



m- 



dus dans l'image de j^O'^Mo+{E..,(deg(..)dimH/.-i))«,H,£; 



(et stable par 



C,{Km\G{K)/Km,Oe)). □ 
Fin de la démonstration de la proposition 17.171 D'après le lemme 17.191 
il existe /lo? un ouvert VLq C tel que ^K^^'^'^i^'^ ~ \i&&e sur fin, et È un 



sous-0£;-faisceau lisse sur f2o tel que = OJl (et = C5). De plus Ê est muni 
d'une action des morphismes de Frobenius partiels, plus précisément pour tout i 
on a un isomorphisme 



F.,|:Frobî,.(Ê)U 



{«1'^ ''lnonFrob-/j(no) lnonFrob-/j{Oo) 

compatible avec l'action des morphismes de Frobenius partiels sur 
Le lemme 17.61 implique qu'il existe un ouvert U C X \ tel 



que (È, (F{j})jg/) appartienne à la catégorie Q{U,I, Oe)- Finalement £ = (BÇ^Qj^E 
appartient à la catégorie G{U, I,E). □ 



PARAMÈTRES DE LANGLANDS ET G-CHTOUCAS 



71 



Remarque 7.20. Dans l'énoncé de la proposition 17. 1 71 on pourrait espérer pos- 
séder, pour fi assez grand, un morphisme de faisceaux t : £ — )■ ^^'n^i^ 

compatible à l'action des morphismes de Frobenius partiels au sens où le dia- 
gramme 



Frob^,(£) 



^0} 



(7.12) 



{i} 
Frob 



{i} 



(0 



^c,NJ,W 



. ru■0,<^l+K,l 
^ -^c,N,I,W 



serait commutatif. Il ne semble pas que cela puisse être déduit des informations 
disponibles, comme le montre l'exemple suivant. On note A(X) C X x X la 
diagonale et on définit Tfc pour A; G Z par Tfc = (Frob x Id)^(A(X)) pour A; > 
et Ffc = (Id X Frob)~'^(A(X)) pour A; < 0. On considère le système inductif de E 
faisceaux constructibles sur X^, définis par = Ex'i © nj-^r^ et 

par les inclusions évidentes. Le morphisme de Frobenius partiel Fi de 

(FrobxId)*(3^„)=^x2© ^r, 

A;e{-n-l,...,n-l} 

dans Jn+i est défini comme la somme de l'inclusion évidente et du morphisme 
— î" Eyq. Comme -F2(Id x Frob)*(-Fi) est l'action du morphisme de Frobenius 
global, El détermine E2 et on trouve que l'action du morphisme de Frobenius 
partiel E2 de 

(IdxFrob)*(3^„)=Ex2© Er, 

A;e{-ri+l,...,n+l} 

dans î'ri+i est la différence de l'inclusion évidente et du morphisme Ex'i — )■ E^^. 
On prend £ = Ex'i et on s'intéresse aux morphismes £ — t- 3'„ qui sont l'identité 
sur Ex'i ■ Pour aucune valeur de n on ne peut trouver un tel morphisme défini sur 
f/^ (avec U ouvert de X) et compatible avec l'action des morphismes de Frobenius 
partiels sur tout entier. En revanche un morphisme Li comme dans l'énoncé 
de la proposition 17.171 existe sans aucun problème. 

Hf 



W 



est stable par les 



Corollaire 7.21. Le E-espace vectoriel ^ lin^^ !K^'^^/' 

actions de 7Ci{ri^ ,ri^) , des opérateurs de Hecke et des morphismes de Frobenius 
partiels. Il est muni d'une action de {TTi{ri,fi))^ , vérifiant la propriété suivante 
(qui la détermine de façon unique). 



Hf 



est inclus dans 



Tout sous-0 E-fnodule 971 de type fini de 

un sous-0 E-module 9Jl de type fini stable par Tiiij]^ ,rj^) et par les actions des 
morphismes de Frobenius partiels (et aussi Hecke-stable si on veut) et alors DJl est 
stable par l'action de {ni{r],fî))^ , etsurDJl cette action se factorise par {TTi{U,fj))^ , 
où U est un ouvert assez petit de X \ N et se déduit de l'action de Tii{ri\ri^) et 
des actions des morphismes de Frobenius partiels par l'équivalence de catégories 
du corollaire \7.1[ 
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Démonstration. Cela résulte entièrement de la proposition \7.17\ grâce au (iii) 
du lemme 17.111 □ 

Par ailleurs les parties Hecke-finies sont préservées par les morphismes de créa- 
tion et d'annihiliation, puisque ces derniers commutent aux opérateurs de Hecke. 

Remarque 7.22. Il est possible que ^ lii^ "^^'n^i^ j dimension finie 

mais nous ne savons pas le démontrer et nous n'avons pas besoin de le savoir. 
Proposition 7.23. L'image de l'homomorphisme de spécialisation 
(7.13) 5p* : In^ ^ \}^'K'^fw% 

contient \u^^ ^'^STw ^) ■ 

Notation 7.24. On note |^lin^^ J^r'?v^/u/ J l'image inverse de 

1j™ nrO,<^J.,E,E 
iiLï^„ •^c,N,I,W - 



par 5p . 

Remarque 7.25. On a une inclusion 

Hf 



W 



A (7?) 



c ( lii^^K°;0_^^ 



A{r?) 



HfA 



mais on ne sait pas si c'est une égalité. En fait on ne sait même pas si 



w 



A(r?) 



Hf 



{ lim TfO-^/^'^'-^ 



Hf 



est surjectif. 

Démonstration de la proposition 17.231 Soit M un sous-i?-espace vectoriel 



de dimension finie de lin^^ j£0.</^>-.-E^ 



possédant un 0£;-réseau OJt Hecke-stable 



•.~.,E 
,W 



Hf 



est la réunion de tels sous- 



et stable par 7ri(?7^, 77-^). Comme ^lin^ "^c N^f 

espaces M, il suffit de montrer que M est inclus dans l'image de f l7.13p . En ap- 
pliquant la proposition 17.171 à M, on obtient 

- un ouvert U G X \ N, 

- un objet (£, de la catégorie G(U,I,E), 

- un copoids dominant /ii, un ouvert dense Qi C sur lequel ^c'^'/^ïy''^ est 

de iï^-faisceaux lisses sur Qi, 



lisse, et une injection ii : £|^^ M- '^c,ni 



0,<fii,E,E 

w 



tels que ii|-j-(£|— ) — )■ lim 3^°'^')'^ soit une injection de iï^-espaces vectoriels, 

dont l'image contient M, et que soit compatible avec l'action des Frobenius 
partiels. 

Le lemme 9.2.1 de |Lau04] montre que l'ensemble des J^-^^ Frob|^^|(A(?7)), pour 
{n-ijiei G N^, est Zariski dense dans . Il existe donc {n.i)i^i G tel que 
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n,e,Frob^;j(A(r/)) G n^. On pose = ( Il.e/ FrobJ;^ ) (^^i) et = /ii + 

{Y^ni)K. L'ouvert contient A(?7) (ce qui n'était pas forcément le cas de Qi). 
Comme la ligne supérieure du diagramme suivant est un isomorphisme, on a un 

unique morphisme de faisceaux constructibles L2 '■ ^j^^ ~^ -^c'n'^iw 

diagramme 



n2 



tel que le 



(7.14) 



(n../F^ob- )*(£) 
n,,,Frob- )*(JC°f- 



£ 



Q2 



soit commutatif et de plus L2 coïncide avec ti sur un ouvert dense de ^1(1^2- La 
commutativité du diagramme 



3p* 



lA(7j) 



(7.15) 



1-2 



A (77) 



A(rj) 



. rirO,</^2,H 



et le fait que (-2]:^ = et que 6i|;^(£|^) D M montrent alors que M est inclus 
dans l'image de l'application sp* de la ligne du bas du diagramme fl7.15p . et donc 
dans l'image de ( 17.13p . □ 



8. Construction des opérateurs 5'/,vy,x,ç,(7i)ig_r et étude de leurs 

PROPRIÉTÉS 

Notation 8.1. Pour toute extension E de Q^, on note An,'e,e l'algèbre des 
endomorphismes de C^^^^{BnnG,N{^q)/'^, E) qui commutent à l'action de 
tous les opérateurs de Hecke (c'est-a-dire à la convolution par les éléments 
de Cc{K]s[\G{A)/K]s[, E)). C'est une E'-algèbre de dimension finie, non 
nécessairement commutative. On a An^s,e = -^Af.H.Q^. E. 

Soit E une extension finie de contenant une racine carrée de g, et Qe son 
anneau d'entiers. Soit I un ensemble fini et W une représentation de {GY . Soient 
X & W et S, & W* invariants par l'action diagonale de G. Soit {'~fi)i£i G (7ri(r7, rj))^. 
On va définir un opérateur 

Si,w,.,Uf.h.i e End(CrnBunG,N(Fq)/H,E)) 

appartenant à An,'e,e- 

On possède le morphisme de création 



e^Sf''' e Hom^.(;,,;v,i.) (Ce(Buni;'^(F,)/S, E) K Ex^n, 



A(X\Af)/ 
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On note encore Af^"'^ action sur la cohomologie de degré 0, qui est un 



morphisme de i?-faisceaux constructibles sur X \ de Cc(Bun^'^(Fq)/S, i?) 



E 



dans "K 



0,<ti,'E,E 
c,N.I.W 



En restreignant à fj et en passant à la limite inductive sur fi on obtient le 
morphisme 



^c,N,x 



: Ce(BunG,^(F,)/S,E) ^ h^^K^'^^f^ 



0,<ti,S,E 
W 



qui, en vertu de la proposition \7.14\ envoie C^^^^{BnnG^j\f{¥q)/'E, E) dans 



Hf 



De même en restreignant à A (77) le morphisme d'annihilation associé à ^ et en 
passant à la limite inductive sur on obtient le morphisme 



-^C,(BunG,^(F,)/S,E). 



On va définir l'opérateur 5'/^iy,x,ç,(7,;)ig/ comme la composée 



CrP(BunG,jv(F,)/S,E) 



^ ( lim:K' 



0,<fi,E,E 
c,NJ,W 



limJ{°'-'''^'^ 



Hf 



Mi 



Hf 



Hf 



«— 



limJ{°'-^'=-^ 



A (7?) 



>Ce(BunG,^(F,)/S,E) 



en montrant que le choix de l'antécédent par l' avant-dernière application sp* (dont 
la surjectivité a été démontrée dans la proposition I7.23|) n'a pas d'incidence sur 
le résultat. 

Définition-Proposition 8.2. Pour h E C^^^^(BnnG,N(^q) f^, E) on pose 
(8.2) Sj,w,.,U..U,Ah) = eg|(5) G C,(BunG,^(F,)/S, E) 



oùôe { lii^^..,^^^^^^ 



A(rj) 



HfA 



est tel que 



dans i lim ^l'^^j"^ 



5p*W = (7.).e/-5p*(egJ(/i)) 



Hf 



. Le membre de droite de (18. 2p ne dépend pas du choix 

de ô, Sj^w,x,i,{7t)iei ^^"'5^ défini est un endomorphisme de C^"'^P(BunG,Ar(Fç)/H, i?) 
et appartient à An,e,e- Enfin il existe un ouvert U G X \ N (ne dépendant que 
de I,W et N) tel que 5'/^iy,a;,ç,(7i)igj dépende que de l'image de (7î)ig7 dans 
niiU^rjY et que ^ Siy/^x^iXiùiei ^^'^^ continu du groupe profini TTi{U,fi)^ 

vers la E-algèbre de dimension finie An^s,e munie de la topologie E-adique. 
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Démonstration. Compte tenu de la remarque 14.41 on a pour tout un mor- 
phisme de faisceaux ^^c'^'/'^^f ® ^c'^'/'w^>s ~^ -^(XxTV)^- En particulier on a des 
applications bilinéaires 



(8.4) 
et 



A(rj) 



A(rj) 



^ E 



lii^:K' 



0,<At,E:,E 



telles que (sp*(a),sp*(6))— = (a, 6)a(î7) pour a (g) 6 dans le membre de gauche de 

(EaD. 

Toujours d'après la remarque 14. 4[ pour ô < 

/iGC,(BunG,7v(Fg)/S,E) on a 



Im^ K 



0,<ii,E,E 
c,NJ,W 



A{rj) 



et 



(8.5) 



(e;S(/^),5)A(,) 



BunG,]v(F9)/H 



où e 



est défini comme la limite inductive des C 



A(rj) 



. Comme 



(eg|(/i),5)A(T,) = (5p*(eg|(/.)),5p*(5));^, 

le membre de gauche de (18. 5p ne dépend que de sp*{ô) qui est déterminé par 
(18.3p . Donc le membre de droite de (18.50 ne dépend pas du choix de ô et comme 
h G Cc{BunG ]\f{¥q)/'E,E) est arbitraire cela prouve que l'opérateur 

Si,w,.M,, ■■ Cr"(BunG,jv(F,)/S,E) ^ Ce(BunG,^(F,)/S, E) 

est bien défini. 

L'opérateur Si^w,x,ç,{ji),^i commute aux opérateurs de Hecke car c'est le 
cas de tous les opérateurs utilisés pour le construire. D'après la proposi- 
tion I7.14[ C^"'^P(BunG_Ar(Fç)/S, .E) est l'espace des fonctions Hecke-finies 
dans Cc(Bu'nG^]\r(¥q)/E, E), donc il est préservé par Sj^w,x,^,('ri)iei- Enfin 
sp*(Cj.'^'^(C^'^'^P(BunG',Ar(Fç)/S, i?))) est un sous-i?-espace vectoriel de dimension 



finie de f lii^ ^^'n^i 



w 



Hf 



donc par le corollaire 17.211 il existe un ouvert U tel 
que la dernière assertion de la définition-proposition soit satisfaite. □ 

Il est commode de résumer la construction de l'opérateur S'/,iy,a;,ç,(7i)igj sous la 
forme 



et 



qui est un raccourci pour (18.10 (avec la notation 7 = (7î)îe/). Le symbole ^ 
indique qu'un choix a été effectué, sans incidence sur le résultat final. Plus préci- 



sément Jl» est n'importe quel antécédent par la surjection -k 



Remarque 8.3. La forme bilinéaire sur C™'^P(BunG,Ar(Fg)/S, E) qui est associée 
à l'opérateur Si^w,x,^,{'y,),^i, et qui le caractérise d'ailleurs de manière unique, est 
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donnée par la formule suivante. Pour x G et ^ G W* invariants par l'action 
diagonale de G, G {ni{r],rî)y , et h,h e C^'''P(BunG,Ar(Fg)/S, £;) on a 

(8.6) 

^BunG,iv(Fq)/H 

Lemme 8.4. Soient I, W, x, Ç, comme ci-dessus. Soient Ci : / — t- Ji et (2 '■ I ^ J2 
des applications surjectives telles que ^ (resp. x) soit invariant par l'image du 
morphisme (GY" (G)^ , {gj)j(^j^ h- {g(^(i))iei pour a = 1 (resp. a = 2). Soient 
ilùiei e {TTi{7],rî)Y, (7l)jeJi e Mv,v)y' et G {ni{7],rî)y\ Alors 

Démonstration. Cela résulte de la formule (18. 6p qui caractérise le morphisme 
5'/,H/,a;,ç,(7i)i6j, et du fait que, pour h, fie CrP(BunG,;v(F,)/S,E), sp*(e;5|(/i)) 
est invariant par (7ç^(j))îe/ et sp*(Cf.'^^(/ï,)) est invariant par (7ç2(j))îG/; grâce au 
a) du lemme 14.31 □ 



Remarque 8.5. L'hypothèse du lemme [83] est toujours vérifiée lorsque Ji et J2 
sont des singletons. 

Lemme 8.6. Soient I,W,x,C, comme ci-dessus. Soit J un autre ensemble fini et 
( : I ^ J une application. Soit (cij)jeJ ^ {.'^iij'liV)y ■ On note la représenta- 
tion de {Cy obtenue en composantW avec le morphisme [G)^ — )■ (G)^, {gj)jeJ ^ 
{9ai))iei- Alors Sj^wc,x,u-yj)jGJ = Sj^w,x,Uj(^,^),çi- 

Démonstration. On note Aç : ^ X^, Aj : X X-^ et Aj : X ^ 
les morphismes diagonaux évidents. On fixe des points géométriques f]^ et t]-^ au- 
dessus de rj^ et rj"^ , et des flèches de spécialisation rj^ — ^ Aç(?7'^) et rj-^ Aj(r/). 
On note encore spj : Aç(?7-^) — Aj{fî) la flèche de spécialisation image de spj 
par Aç et on prend spj = spj spj comme flèche de spécialisation de rj^ vers Ai{rî). 
Le lemme résulte alors de la commutativité du diagramme 




où 7j = (7i)jeJ et 7/ = (7c(i))ie/- □ 

Lemme 8.7. Soient I,W,x,Ç, comme ci-dessus. Soient et dans 

{7Ti{'t],fî))^ . Alors 

(8.7) 'S'/,H/,x,Ç,{7^7,),g/ = SiuIuI,WSW*SW,xmw,evwm,h.h£ix(^h£ix(y,h£r 

Démonstration. On a 

(8-8) Si^w,x,i,('ïhi)iei = '^I,W»W*<S,W,x<S,Sw,evw 'S>î,{"/'i"/i)iei 
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parce que l'injection l : W = W ® Iw i^^^^^ W®W*®W est (G)^-linéaire, 
x^Sw = Lox et {evw ®0 o'- = ^- Le lemme appliqué à l'application évidente 
C:/U/U/— )■/, montre que le membre de droite de (18. 8p est égal à 

(8-9) Siuiui,wmwmw,xmw,evwm,(i'iii)iei><{-y'iii)i€iy-{-y'iii)iei- 

Enfin l'égalité entre (18. 9p et le membre de droite de (18.71) résulte de la factorisation 

hhi)i€i X {lh)iei X {lh)iei = [il'ùiei x (7DiG/ x (l)igj) 

((7i)ie/ X X (7i)ie/) ((l)ie/ x x (7i)ie/). 

et du lemme 18.41 car evw {resp. x M 5w) est invariant par les éléments de la 
forme {gi)i(ii x {gi)i<^i x {resp. (l)^^/ x {gi)i(^i x (â'i)^^/) pour {gi)i<^i G (G)^. 

Plus précisément on applique le lemme 18.41 en prenant pour C^i {resp. (^2) les 
applications de / U / U / dans {0} U / égales à sur la troisième {resp. première) 
copie de J et à Id/ sur les deux autres. □ 

Lemme 8.8. Soient (Ji, VTi, xi, ^1) et (/2 5 W^2, 2:2, ^2) comme ci-dessus. Soient 
7^ = {iDi&h et 7^ = ilDieh- Alors 

(8.10) Sj 

1, 

En particulier les opérateurs Sj^w,x.£,,{'yi)iei engendrent une sous-algèbre commuta- 
tive de An,s,e- 

Démonstration. L'égalité (I8.10p est équivalente à l'égalité 

(8.11) '^{0}uIi,mWi,^,ii,^'^ ° '^{0}U7'2,1KW2,Î2,Ç2,72 ^ '^{0}U/iU/2,1KWiKW2,î,Ç,7 

où l'on a posé 

Xi = l^Xi, X2 = l^X2, X = 1^X1^X2, 

^1 = 1^6, 6 = 1^6, è'=i^ei^6, 

et 7"*" = 1 X 7^ 7^ = 1 X 7^ 7 = 1 X 7^ X 7^. 

En effet les trois morphismes de (I8.1ip sont égaux à ceux de ( I8.10p . Par exemple 
on a 5'^o}u/i iHVKi à 7I = Si^^Wi,xu(^,'y^ par le lemme [HSl appliqué à l'inclusion 
C:/i^{0}UJi.' 

Il reste à montrer (ISHT]) . On note A : X ^ x^^^'^^^'^^^ Ai : X^^^"^^^ 
Xioyuhuh : _^ jj^{o}u/iU/2 niorphismes diagonaux évidents. On 

fixe un diagramme commutatif de flèches de spécialisation 



sp 



^ A2(r7Wu/2) 




Ai(77{0} 



On peut l'obtenir par exemple en fixant d'abord le corps _F({o}u/iU/2) p^jg 
réalisant les hensélisés stricts de A{fi), Ai{ri^^^^^^) et A2{ri^^^'^^'^) à l'intérieur de 
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celui-ci. De plus spi et spg sont les images par Ai et A2 d'uniques flèches de 
spécialisation, encore notées spi et sp2, de //{oi^/i rj^ojuh vers A(ïï), où A 
désigne ici le morphisme diagonal de X vers 

L'égalité flS.lip résulte alors de la commutativité du diagramme 




où 7^ et 7^ désignent 1x7^x1 et 1x1x7^. Les * indiquent des classes de 
cohomologies Hecke-finies alors que les classes • (ainsi que les classes ^ obtenues 
en choisissant un antécédent par l'une des trois flèches notées -») ne sont pas 
nécessairement Hecke-flnies. 

On note que Cf.'^-^ = Mx^at ^C^'^'^^ et on a des égalités analogues pour les 
morphismes de création associés à X2 et x, et pour les morphismes d'annihilation 
associés à ^1,^2 et ^. 

La commutativité du carré en bas à gauche et celle du triangle en haut résultent 
du lemme IT3l Le trapèze en bas à droite est commutatif grâce aux accouplements 
de la remarque 14.41 et à la commutativité du diagramme 




•k -6 ik ~i -k 



OÙ la commutativité du petit triangle en bas à droite résulte du lemme 14.31 □ 

Lemme 8.9. Soit v ^ |X| \ A^. On fixe un plongement F d Fy. Soit G N. Soit 
7 G Gcà{Fy/Fy) C Gal(F/F) tel que deg(7) = d. Alors S{i^2}y^v*,6v,e-vv,{i,i) 
dépend que de d, et vaut T{hv,v) si d = 1. 

Démonstration. On flxe un point géométrique v au-dessus de v et une flèche 
de spécialisation sp^ : r/ — )■ îJ, d'où l'on déduit une flèche de spécialisation, encore 
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notée sp^, de A{ri) vers A(f). La commutativité du diagramme 
CrP(BunG,7v(Fj/H,E) 
eî 



lim TfO'ï^^-'^ 




A(ÎJ) 



A(r?) 



Hf 



I mi^ ^c,N,l,w 



Hf 



dcg{ij)d 




1. fTi-0,<AJ,H,£; 

lin^^ Ji. 



A(rj) 



77)/ 



\Hf sp* 



(7,1) 



c,NJ,W 



Hf 



CrP(BunG,^(F,)/S,E) 

montre que >S'{i^2},v'Kiy ,(5v,evv,(7,i) est égal à la composée de la colonne de gauche, 
et ne dépend donc que de d, et la proposition 15.31 montre qu'il est égal à T{hv,v) 
sid=l. '□ 

Remarque 8.10. Par des raisonnements d'algèbre tensorielle (essentiellement 
le lemme 16.51 pour /o = Id et /i = ■■■ = /„ = F^"^^^^^^ on pourrait calculer 
5'{i,2},yKV*,<5y,evv,(7,i) pour toutes les valeurs dans N de deg(7) mais cela n'appor- 
terait pas plus d'informations que la connaissance de S^i^2}ymv* ,5v,evv,i'r,i) pour 
deg(7) = 1 et arbitraire. 

9. DÉCOMPOSITION SUIVANT LES PARAMÈTRES DE LANGLANDS 

Notation 9.1. Pour tout entier n et pour toute extension E D Qe on 
note 0{{Ge)^//Ge) la i?-algèbre formée des fonctions régulières (au sens 
algébrique) sur {Ge)^ invariantes par conjugaison diagonale, c'est-à-dire telles 
que f{hgih~^,...,hgnh-^) = f{gi,...,gn) pour h,gi, .. gn £ G e- D'après jHil93] 
cette iï-algèbre est de type fini (voir par exemple |MFK94) L2). On dit que 
{GeT//Ge = Spec{0{{GET//GE)) est le quotient grossier de (G^)" par la 
conjugaison diagonale par Ge- 

Remarque 9.2. En caractéristique (ce qui est notre cas) ces quotients ont 
été étudiés notamment dans |Pro76t IRic88t IVin96| . L'idée de considérer ces quo- 
tients pour étudier des espaces de modules de représentations de groupes (par 
exemple discrets de type fini) dans des groupes réductifs complexes est ancienne, 
cf |LM85] et les références historiques contenues dans le dernier paragraphe, no- 
tamment |CW82) I L6E qui contient la référence à l'article de Poincaré cité dans 
l'introduction. 

Notation 9.3. On note "Bn^^^e la sous-E'-algèbre de An,e,e engendrée par tous 
les opérateurs >S'/^vy,x,ç,(7i)igj- D'après le lemme [8l8| "Bn^^^e est une i?-algèbre com- 
mutative de dimension finie. Dans la définition-proposition suivante, pour tout 
groupe profini F, on note C(r, "Bn^^^e) l'algèbre des fonctions continues de F dans 
'Bn,e,e muni de la topologie iï'-adique. 
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Définition-Proposition 9.4. Pour tout n il existe une unique application 

e„ : OUGeTZ/Ge) ^ C(Gal(F/F)",Sjv,H,i?) 
telle qu'en notant I = {0,...,n}, pour toute représentation irréductible W de 
(G)^ , pour X & W et & W* invariants par l'action diagonale de G, et pour 
(71, ...,7n) G 7ri(?7,r/)", on a 

(9-1) 0n(cç,x) (7l; •••î7n) = 5'7,VK,x,Ç,(l,7i,.-,7n) ^ '^N,S,E 

oùc^^^j, G 0{{Ge)"//Ge) est la fonction {gi,...,gn) ^ {^,7t{1, gi, gn){x)) . 
De plus les applications B„ vérifient les propriétés suivantes : 
a) pour tout n, G„ est un morphisme d'algèbres, 

h) pour tout n il existe un ouvert Un C X \ N tel que B„ prenne ses valeurs 
dans C{7ri{Un,rîT,'^N,E,E), 

c) la suite {'dn)nm* est fonctorielle relativement aux applications entre les en- 
sembles {1, n}, c'est-à-dire que pour m,n & W , ( : {1, m} — > {1, n} 
arbitraire, et f e 0{{GeT//Ge) on a 

0n(/^)((7i)ie{l,...,n}) = 0m(/)((7Ç(i))ie{l,...,m}) 

OÙ f e 0{{GeT//Ge) est définie par 

fHi9j)je{l,...,n}) = /((5'C(i))i6{l.-,m}), 

d) pourn> 2, / G 0((G^)"-V/Gs) et (7i,...,7n) G Gal(F/F)" on a 

0n(/)(7l,--,7n) = 0n-l(/)(7l72,--,7n) 

OÙ f e 0{{GeY I/Ge) est définie par 

f{gi, ■■■,gn) = f{gig2, ■■■,gn), 

e) pour toute représentation irréductible V de G, de caractère 
Xv G 0{Ge//Ge) , pour toute place v G |X| \ A^, pour tout plonge- 
ment F d Fy (induisant un plongement GaA{Fy/Fy) )■ Gal{F/F)), et pour 
tout 7 G Gal{Fv/Fy), 0i(xv)(7) ne dépend que de deg(7) et est égal à 
T{hv,v) si deg(7) = 1. 

Remarque 9.5. La propriété e) ne dépend pas du choix du plongement 
F G F^ car pour / G 0{Ge//Ge), 0i(/) est une fonction centrale sur 
Gal(F/F). En effet les Jonctions (5^1, 5-2) ^ /(5'i5'2) et (5-1^2) ^ figigi) sont 
égales dans 0{{GeY//Ge)i et leurs images dans C(Gal(F/F)^, yijv,H,£;) sont 
(71,72) ^ 0i(/)(7i72) et (71,72) ^ 0i(/)(727i) d'après la propriété d) (et la 
propriété c) pour C, égal à la transposition de {1, 2}). 

Remarque 9.6. D'après le lemme WM on a 5'/^vF,œ,ç, (7^)^61 = 'S'/^vy,x,ç,(77i)ig/ donc 
en fait tous les opérateurs Siy^^x.s^^iùi&i apparaissent dans (19. ip . lorsque n varie. 

Démonstration de la définition-proposition 19.41 On commence par montrer 
l'existence et l'unicité de 0„. On pose / = {0, Les fonctions [g^, ■■■,gn) ^ 

7r((yfo, (y'„)(x)), pour W une représentation irréductible de (G)^, et pour 
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X G W et ^ G W* invariants par l'action diagonale de G, sont exactement les 
fonctions régulières sur {GeY invariantes par les actions diagonales à gauche et 
à droite de Ge ■ Or (go,...,gn) H- (g^^gi, g^^gn) identifie le quotient grossier 
GeMGeY/Ge à {GeT//Ge et l'inverse est donnée par {gi, ...,gn) ^ (l,5'i> ■■■,9n)- 
Il reste à vérifier les propriétés des applications 

La propriété c) résulte du lemme [STBl appliqué à J = {0, ...,m}, J = {0, ...,n} 
et C : I ^ J obtenue en prolongeant C : {1, ...,m} — )• {1, ...,n} par ^(0) = 0. 
Pour montrer la propriété d) on applique le lemme 18.71 à 

/ = {0, n - 1}, (7i)i6/ = (1, 72, 73, 7n), = (1, 7i, 1, 1) 

(et on utilise le lemme IST^ pour réarranger (1, 72, 73, 7„, 1, 1, 1, 7i, 1, 1) en 
(1,71,72, ...,7n))- En effet pour {g.i)iei et {g'i)i(:i dans {GY on a 

(eviy Mi, {{gi),^i M 1 M {g[),^i) ■ {x M 5w)) = {i, {g[gi)i^i ■ x) 

grâce au lemme [63] appliqué à = 1, X = W^, /o = (5'i)ie/ et /i = {g[)i(^i. 

Pour montrer la propriété a) on applique le lemme à 7^ = 7^ = (1, 7^, 7^) 
(et on utilise le lemme 18.61 pour réarranger (1, 71, 7^, 1, 71, 7„) en 
(l,7i,...,7„)). 

La propriété b) vient du fait que l'algèbre 0{{GeY//Ge) est de type fini : en 
effet grâce à la propriété a) il suffit de trouver un ouvert Un qui convienne pour 
un nombre fini de générateurs et cela est possible grâce à la dernière assertion de 
la définition-proposition 18.21 

Enfin comme (evy, {g, 1) ■ ôy) = Xvio) propriété e) découle du lemme 18.91 
(en échangeant les indices 1 et 2) lorsque deg(7) G N. Cette restriction peut être 
levée puisque Oi(xy) • Ga\{F/F) — > Sat^h.e est continue. □ 

Remarque 9.7. D'après | Vin96j . si on choisit un plongement l : G ^ GLr, 

le morphisme {GeY//Ge — >■ {GLr^EY //GLr^E qui en résulte est fini pour tout 
n. Nous n'avons pas besoin de ce résultat car nous allons traiter directement 
le cas général d'un groupe réductif connexe. Voici cependant une remarque sur 
le cas où G = GLr. On note St la représentation standard de GL^. Il résulte 
de |Pro76] que dans la proposition précédente, r = Oi(xst) détermine B„ pour 
tout n. En effet comme la représentation standard engendre (avec l'inverse du 
déterminant) toutes les représentations de GL^, il suffit de connaître 0n(/) pour 
/ de la forme (^i,...,^„) ^^ Tr(T ■ (^i,...,^„)) avec T G End(St^")^^^ Mais 
End(St'^")'^'^'' est l'image de l'algèbre du groupe (3„, donc on peut supposer que 
T est une permutation a. Or 

Tr(a- (^i,...,^„)) = JJ Xst(^îfc---^n) 

cycle de a 

en vertu du lemme 16. 5[ et donc 

0n(/)(7i,--,7n) = n ^(7ife---7n)- 

(îi,...,ifc) cycle de a 

Pourtant la définition-proposition |93] n'est pas vide dans le cas de GLr, car le 
fait que A''^^ St = fournit une relation non triviale, conséquence de la nullité 
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de la fonction 

0-g6r+l 

dans 0{{GeY~^^ //Ge)- En décomposant chaque permutation a en produit de 
cycles, on en déduit que r = 0i(xst), qui est une fonction centrale sur Gal(F/F), 
vérifie la relation suivante (que l'on attend d'un caractère d'une représentation 
de dimension r) : 

(9.2) ^(^)( n ^(7..---7n)) =0 

(7GSr+i (il,. ...if;) cycle de cr 

comme fonction de (71, 7^+1) G Gal(F/F)''"'"^. On remarque que (19. 2p s'écrit 
^(7172) = t(7i)t(72) lorsque r = 1. L'exemple suivant est dû à Alain Genestier. 
Soit r C S'03(M) le groupe des rotations de l'icosaèdre, et r = xst ~ 1- Alors r 
"ressemble" au caractère d'une représentation de dimension 2 au sens où 

- pour tout élément 7 G F il existe a, 6 G C tels que t(7"') = a" + 6" pour tout 
n G Z, 

- le A^ de la représentation virtuelle égale à la différence de la représentation 
standard et de la représentation triviale, est nul. 

Pourtant r ne vérifie pas la relation (19. 2 p avec r = 2. 

Comme "Bn^-^e est de dimension finie, quitte à remplacer E par une extension 
finie on suppose que tout caractère Sjv^h.s — ^ prend ses valeurs dans E. Pour 
tout caractère u : 23^? = E on note 

: OUGeTZ/Ge) ^ C(Gal(F/F)",E) 

le morphisme d'algèbres qui s'en déduit. La donnée de tous les Q'^ équivaut à 
celle de 

: 0((G^)7/G^) ^ C(Gal(F/F)^!B-;l,^). 

Remarque 9.8. On ne sait pas si l'algèbre "Bn^^^e est réduite. La sous-algèbre 
^iVHB 2v,H,_E engendrée par les fonctions Oi(/) pour / G 0{Ge//Ge) est 
en fait engendrée par les opérateurs de Hecke en presque toutes les places non 
ramifiées (par la propriété e) et le théorème de Chebotarev). Donc Sjys^; est 
définie sur Q, et après extension des scalaires à C c'est une C*-algèbre commuta- 
tive (puisque l'adjoint d'un opérateur de Hecke est un opérateur de Hecke). On 
en déduit que Sjyç.^ est réduite. La conjecture 110.91 ci-dessous impliquerait que 
'Bn,'e,e est réduite. 

On va appliquer la proposition suivante à chacun des 0J^, et avec F égal à 
Gal{F/F), F un quotient de la forme 7ri(f/, r/) avec U un ouvert de X \ A^, et 
H = = Ge (dans le paragraphe [10] on aura besoin de la proposition avec H 
non connexe pour traiter le cas où G n'est pas déployé). 

Proposition 9.9. Soit F un groupe profini et H un groupe réductif (non néces- 
sairement connexe) sur E tel que soit déployé. On se donne pour tout n G N* 
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un morphisme d'algèbres 

s„:0((/j)7/ij°)^c(r",^) 

de sorte que 

a) la suite est fonctorielle relativement aux applications entre les en- 
sembles {1, n}, c'est-à-dire que pour m,n & N* , ( : {1, m} — t- {1, n} 
arbitraire et f e 0((if)'"//iï°), 

2„(/'^)((7j)je{l,...,n}) = Sm(/)((7Ç(i))i6{l,...,m}), 

OÙ f G 0{{HY//H^) est définie par 

f^{{9j)je{i,...,n}) = /((5'C(i))»e{i,...,m}), 

b) pourn>2, f E 0((i/)"-V///°) et (7i,...,7„) eV' on a 

S„(/)(7l,--,7n) = 2„_i(/)(7i72,...,7n) 

oùfe 0{{HY//H^) est définie par 

f{9u ■■■,9n) = f{9l92, ■■■,9n)- 

Alors il existe un morphisme continu o" : F — > H{E'), avec E' une extension 
finie de E, tel que l'adhérence de Zariski de son image soit un sous-groupe réductif 
de He' et tel que pour neW, f e 0{{HY//H^) et (71, ...,7„) G T", on ait 

(9.3) /(or(7i),...,a(7„)) = (H„,(/)) (71, 7n). 

De plus les morphismes a ayant ces propriétés forment une unique classe de 
conjugaison sous if°(Qf). Enfin pour m assez grand, si T est un groupe profini 
quotient de T tel que 3,^(0 {{H)"^ // H^)) C C{{r)^,E) alors a se factorise en un 
morphisme continu T — )■ H{E'). 

Démonstration. Pour tout n-uplet (7i,...,7„) G F"', on note ,^„(7i, 7„) le 
point sur E de {H)"'//H^ correspondant au caractère 

0{{Hr//H')^E, (S„(/))(7i,...,7n). 

Suivant [Ric88] on dit qu'un n-uplet {gi, ...,gn) de points de H{Qi) est semi-simple 
si l'adhérence de Zariski < gi, ...,gn > du sous- groupe < gi, ...,gn > engendré par 
gi, ...,gn est réductive. 

Lemme 9.10. (Richardson) Soit {gi,...,gn) G if(Q^)". Alors les assertions sui- 
vantes sont équivalentes 

(i) {gi, ...,gn) ^st un n-uplet semi-simple, 

(a) la classe de conjugaison de {gi,...,gn) par est fermée dans (Hq^)^. 
De plus les H^-orbites fermées dans (H^)"' s'identifient aux points sur Qg du 
quotient grossier [H)^ //H^, c'est-à-dire aux caractères ID{{H)"'//H^) — )■ Q^. 

Démonstration. La dernière assertion résulte des propriétés générales des quo- 
tients grossiers (cf 1.3.2 de [Ric88j). Il reste à montrer l'équivalence de (i) et (ii). 
C'est le théorème 3.6 de [Ric88j à ceci près que l'on quotiente ici par conjugaison 
par et non par H. Cependant la démonstration du théorème 3.6 de |Ric88] 
s'adapte sans problème : 
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- dans (u) =^ {i) il n'y a rien à changer car la contradiction est amenée par un 
cocaractère, qui prend donc ses valeurs dans 

- dans (i) =^ (ii) il suffit d'appliquer le critère de Hilbert-Mumford (théorème 
2.1 de |Ric88] ) à l'action de (au lieu de H) sur (i/)". □ 

Fin de la démonstration de la proposition 19. 9[ D'après le lemme précédent 
les points sur du quotient grossier (if)"/if° sont en bijection avec les classes 
de conjugaison par H^{Qi) de n-uplets semi-simples de points de H{Qi). On note 
^^*(7i, 7„) la classe de conjugaison par iï°(Q^) de n-uplets semi-simples de 
points de H{Qi) qui est associée à Ç,n{li, ■■■,ln) ^ {{H)"- // H^^ (Qi) , c'est-à-dire 
l'ensemble des points sur Qi de l'orbite fermée au-dessus de ^n{li, ■■■,1n)- C'est 
aussi l'ensemble des n-uplets semi-simples {gi, ...jgn) de if(Q^)" vérifiant 

(9.4) V/ G 0{{Hr//H'), f{gu...,9n) = H„(/)(7i, 7n). 

Soit {gi,...,gn) G ^^'*(7i, 7„). On note C{gi,...,gn) le centralisateur dans 
de {gi,...,gn) (c'est-à-dire le centralisateur dans du sous-groupe 

réductif < gi, ...,gn > de Hq^). On note D{gi, ...jgn) le centralisateur dans Hq^ 
de C{gi, gn)- Comme le centralisateur dans ou Hq^ d'un sous-groupe 
réductif de Hq^ est réductif, C{gi, ...,gn) et D{gi, ...,gn) sont réductifs. On note 
l'ensemble des couples (n, (71, 7^)) avec n G N* et (7i,...,7„) G F". Pour 
(n, (71, ...,7„)) G % on choisit {gi,...,gn) G C^(7i, 7n), en se souvenant que 
{gi, gn), et donc C{gi, gn), sont uniquement déterminés à conjugaison près 

par H^. On note 

Qe 

- le sous-ensemble de formé des (n, (71, 7„)) tels que 
dim(< gi, ...,gn >) est maximale, 

- le sous-ensemble de Dî^ formé des (n, (71, 7^)) tels que 
dim{C{gi, gn)) est minimale, 

- OT'^ le sous-ensemble de DT^ formé des {n, (71, ...,7„)) tels que le nombre de 
composantes connexes de C{gi, ...,gn) est minimal. 

Il est clair que pour (n, (71, 7„)) G C{gi, gn) est minimal (à conjugai- 
son près) parmi tous les sous-groupes de construits de cette façon quand 

(n, (71, 7„)) parcourt 01^ 

On choisit (n, (71, 7„)) G et on fixe {gi, ...,gn) e inili^ In)- 

Lemme 9.11. Pour tout 'y ^T, il existe un unique g & G tel que {gi, gn, g) 
appartienne à C+i(7i, 7n, 7)- De plus C{gi, gn, g) = C{gi,...,gn) et g ap- 
partient à D{gi, ...,gn). 

Démonstration. Soit {hi, hn, h) G ^^!,_i(7i, 7n, 7)- On ne sait pas a priori 
que {hi,...,hn) est semi-simple mais, par la condition a) appliquée à l'inclusion 
( : {1, n} — )■ {1, n + 1}, {hi, hn) est au-dessus de ^«(71, 7„). Le théo- 
rème 5.2 de |Ric88] implique alors que < gi, ...,gn > est conjugué à un sous- groupe 
de Levi de < hi, hn > et donc dim(< gi, gn >) < dim(< hi, hn >)■ Il y a 
égalité par la définition de DT^ donc finalement {hi, hn) est semi-simple et conju- 
gué à {gi, ...,gn)- Quitte à conjuguer {hi, hn, h), on suppose que {hi, hn) = 
{gi,...,gn). On pose g = h si bien que {gi, gn, g) G ^^'+1(71, 7^, 7). On a 
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évidemment C{gi, g^, g) C C{gi,...,gn) et comme (n, (71, 7„)) G et 
(n + 1, (71, 7„, 7)) G 91"'^, cette inclusion est une égalité, donc g appartient 
à D{gi, gn) et est déterminé de manière unique. □ 

Fin de la démonstration de la proposition 19.91 On note a : F — t- //(Q^) 
l'application j ^ g construite dans le lemme précédent. Il reste à montrer que 

- cr est à valeurs dans H{E') où E' est une extension finie de E, 

- a est un morphisme de groupes, 

- a est continue. 

Le premier point est clair car si E' est une extension finie de E telle que gi, ...,gn 
appartiennent à H{E') alors pour tout 7, g appartient à H{E'). 

Pour le deuxième point soient 7, 7' G F. Une variante immédiate du lemme [9.111 
montre qu'il existe g, g' G H uniques tels que {gi, gn, g, g') appartienne à 
^n+2(7i5 •••) In, 7, 7')- Iss mêmes arguments que dans la preuve du lemme [ÏÏTTT] 
les (n + l)-uplets (gi, g^, g), (gi, gn, g') et {gi, g^, gg') sont semi-simples. 
La condition a) implique que les deux premiers appartiennent à ^^!,_i(7i, 7n) 7) 
et ^^+1(71, 7n5 7')- La condition b) implique que le troisième appartient à 
C+i(7i, •••,7n,77') On a donc a{-f) = g, a{-f') = g' et (t(77') = gg'. Finalement 
on a montré que £1(77') = cr(7)cr(7'). 

Pour le troisième point on commence par rappeler que C{gi,...,gn) et 
D{gi, gn) sont des groupes réductifs définis sur E'. Comme a prend ses valeurs 
dans D{gi, ...,gn), on doit montrer que pour toute fonction / G 0{D{gi, ...,gn)), 
/ o cr appartient à l'algèbre C(F, E') des fonctions continues de F dans E'. Or 

q : 0{{He'T^'//H%) ^ 0{D{g,, gn)) 

f ^[9^ f{9l,-;9n,g)] 

est un morphisme surjectif car c'est la composée de deux morphismes surjectifs : 

- le morphisme évident 

0{{He')''^^//H%) ^ 0{He')^^^''-'^'^^ 

f ^[9^ f{9i,-,9n,g)] 

(où C((7i, ...jgn) agit par conjugaison) est surjectif car l'orbite de {gi, ...ign) 
par conjugaison par H%, est une sous- variété fermée affine de (if^/)" qui 
s'identifie au quotient H'^,/C{gi, gn), 

- la restriction (D(He')'"^^^'"''^""^ — 0{D(gi, gn)) est surjective car obtenue 
en appliquant l'opérateur de Reynolds pour C{gi, gn) à la restriction 
0{He') — 0{D{gi, gn)) qui est trivialement surjective (on rappelle que 
l'opérateur de Reynolds est l'idempotent qui projette sur les vecteurs inva- 
riants par le groupe réductif C{gi, gn) parallèlement aux représentations 
non triviales). 

Le morphisme 

0{iHE')''+'//H%)^C{r,E') 

/ ^ [7 S„+i(/)(7i,...,7„,7)] 

se factorise par q car, dans les notations précédentes, S„-|.i(/)(7i, 7„, 7) = 
f{gi, ■■■,gn, 9) et on a vu que g G D{gi, gn) pour tout 7 G F. Donc / /oo" est 
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un morphisme bien défini 0{D{gi, ...,gn)) — )■ C(r, E') et on a justifié le troisième 
point. 

On va montrer maintenant que pour m G N*, / G 0{{H)™' // H^) et 5^) € 

r*", on a 

(9.5) /(a(<5i),...,a(U) = 

Par les mêmes arguments que dans la démonstration du lemme 19.111 il existe 
/il, ...,h^e D{gi, Qn) tels que {gi, g^, h,..., h^) G C+^(7i, 7n, ^i, ^m) 
et de plus on a /ij = pour tout j G {1, ...,m}. En appliquant la condition 

a) à l'injection {n + 1, n + m} C {1, n + m} on voit que (cr((5i), (j{ôm)) = 
{hi, hjn) est au-dessus de ^^{^1, ^m) et l'égalité ( 19. 5 p en résulte. 

Enfin la dernière assertion de la proposition 19.91 est vraie avec m = n + 1. □ 

Par définition S^^q^ agit sur C^'^^^{BnnG^]\r{¥g)/'E,Qi) et on en déduit une 
action de S^'l,^ sur C™^^(BunG^j\f{¥g)/'E,Qi), d'où une décomposition 

(9.6) CrP(BunG,7v(F,)/H,Q;) = (B.SÔ, 

où u parcourt les caractères de !B^^„^ (c'est-à-dire aussi de Sjy^Q^). D'après la 

définition-proposition 19.41 et la proposition 19.91 (appliquée h H = = G) on 
associe à chaque caractère z/ un morphisme a : Gal(F/F) — )■ G(Q^) tel que 

(Cl) a est à valeurs dans G{E'), où E' est une extension finie de Q^, et il est 

continu, 

(C2) l'adhérence de Zariski de son image est réductive, 
(C3) pour tout n G N*, on a 

(9.7) /(a(7i),...,a(7„)) = (e::(/))(7i,...,7n), 

(C4) il existe un ouvert U de X \ tel que a se factorise par 7ri(f/, r^). 
En effet l'existence de cet ouvert U tel que a se factorise par 7ri(f/, rj) résulte de la 
dernière assertion de la proposition 19.91 et du b) de la définition-proposition [ÏÏ31 
De plus u et la classe de conjugaison de cr par G{Qe) se déterminent mutuelle- 
ment par la condition (C3). 

Théorème 9.12. On a une décomposition 

(9.8) Cr"(BunG,7v(F,)/H,Q;) = ©.f). 

où la somme porte sur des classes de conjugaison par G{Q£) de morphismes 

a:7ri{X^N,rî)~^G(Qi) 

vérifiant les conditions (Cl) et (C2). Cette décomposition est déterminée de ma- 
nière unique par la décomposition fl9.6p grâce à la condition (C3). Elle est res- 
pectée par l'action des opérateurs de Hecke T{f) pour f G Gc{Ki^\G{A)/K^, E). 
Elle est compatible à l'isomorphisme de Satake : pour a comme ci-dessus, pour 
toute représentation irréductible V de G et pour toute place f G |X| \ |A^|, T{hv,v) 
agit sur Sj^ par le scalaire Xy(o"(Frobï,)). 
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Démonstration. Soit v une place de X \ A^. On fixe un plongement F G F^, 
d'où une inclusion Gal(Ft,/Ft,) C Gal{F/ F). D'après le lemme suivant, pour 
toute représentation irréductible V de G, et pour tout constituant irréductible r 
de la représentation de TTi{ri,fj), r Kl r* apparaît comme quotient de la sous- 
représentation de dimension finie de ^ lii^ [K°'^'^'^2^ "(TTr) engendrée par 
/ = 5p*(C^'^^^(/i)), de telle sorte que Id,- G r Kl r* soit l'image de / dans ce 

quotient. Soit 1^ = Ker(Gal(F^/F^,) — )■ Z) le groupe d'inertie en v. Alors / est 
invariant par 1^ x c (711(77,77))^ puisque / vient pour fi assez grand d'une 
section de '^'^'^'^^i'-^ vmv* A(X \ N) D A(f ). Donc Id,- G r Kl r* est invariant 
par ly X ly et ly agit trivialement sur r. Finalement ly agit trivialement sur et 
en prenant pour V n'importe quelle représentation fidèle de G on voit que a est 
non ramifié en v. Il résulte du e) de la définition-proposition 19.4] et de la condition 
(C3) que pour 7 G Gal(-F^,/F^) et pour toute représentation irréductible V de G, 
Xv{<^{l)) ne dépend que de deg(7) et est égal à la valeur propre de T{hyy) sur 
i^CT si deg(7) = 1. Donc a est compatible en v avec l'isomorphisme de Satake. □ 

Lemme 9.13. Soit a apparaissant dans la décomposition (19.8p . SoitV une repré- 
sentation irréductible de G etV^ = ©^r®2J^ la décomposition de la représentation 
semi-simple suivant les classes d'isomorphisme de représentations irréductibles 
T de 7ri(?7,r/). Alors si 03^ 7^ 0, r K r* apparaît comme sous-quotient de la repré- 
sentation lin^ J^!?'^f^T9j vMv* -jY^) (^1(^7^))^- -P^'fis précisément pour tout 
h G î)a non nul, il existe un isomorphisme de r K r* vers un quotient de la sous- 
représentation de dimension finie de ^ lin^ 9^ vmv* -j yj engendrée par 

/ = sp*(C^'^^^(/i)), qui envoie Idr G r K r* vers l'image de f dans ce quotient. 
Démonstration. Soit h G Q""P(BunG,7v(Fg)/S, tel que j^nna n{v,) '^^ = 1- 
Soit A la forme linéaire sur ^ lin^ JC^'^^'j^^^j ymy* -j-^) définie par l'accouple- 
ment avec sp*(C^'^'^^^(/i)). Alors A et / sont invariants par l'action diagonale de 
7ii{ri,v). Pour (7,7') G {■Ki{ri,rî)f on a 



{^1 {1,1') ■ f) = hS{i^2}ymV* ,Sv,evv,i'ï,Y)W 



1 1 



'BunG,jv{F,) JBunG,jv(F,) 

où la première égalité est (18. 6p . la deuxième égalité est (19. ip (plus la remarque 19. 6p . 
et la troisième égalité est la condition (C3). Le quotient de la représentation de 
(7ri(?7, engendrée par / par la plus grande sous-représentation sur laquelle 
A s'annule est alors isomorphe à la sous-représentation engendrée par XVa dans 
C{7ri{rj,ri), E') muni de l'action par translations à gauche et adroite de (711(77,//))^, 
c'est-à-dire à ©t.îJtt^oT K r* (cf |Boul2] chapitre 20.5 théorème 1). De plus on 
peut normaliser cet isomorphisme pour que xv^ s'envoie sur YItVtj^o -Donc si 
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2Jt- 7^ 0, tMt* apparaît comme le quotient d'une sous-représentation de dimension 

finie de ^ lin^ J^^'^r^'f yf^y* — contenant /, de telle sorte que l'image de / 

soit Idr- □ 
Les deux remarques suivantes montrent comment retrouver l'ingrédient de la 
récurrence dans [Laf02aJ (à savoir l'hypothèse de la proposition VI.ll (ii) de 
|Laf02a| ) mais elles n'apportent pas de résultat nouveau. 

Remarque 9.14. On se place dans les hypothèses du lemme [9.13l Soit l : ^ C 
un isomorphisme. Soit r tel que 2Jt- ^ 0. Comme r Kl r* est un sous-quotient de 

^ lin^^ "^c'^'{T2} vmv -firr) ' 'résulte de Weil II |Del80] que r Kl r* est i-pure 

de poids < comme représentation de vri((X \ A^)^, A(r/)). Donc pour presque 
toute place v les valeurs propres de ^(Frobt,) ont des i-poids égaux, et déterminés 
par le t-poids de det(r). On obtient donc que toute représentation irréductible r 
telle que QJr ^ est i-pure pour tout l (en fait par |Laf02a] cela est vrai pour 
toute représentation irréductible de 7ri(X \ A^, r/)). 

Remarque 9.15. Considérons le cas où G = GLr- Soit [Ht^^tx) une représenta- 
tion automorphe cuspidale telle que (if^r)^^ apparaisse dans où a est, comme 
dans le théorème 19. 12^ un morphisme continu vri(X \ N,ff) — )■ GLj.{E') dont 
l'adhérence de Zariski de l'image est un sous-groupe réductif de {GLr) e' (avec E' 
une extension finie de Q^). Il résulte de |Laf02a] que tout a : ni{X \ A^, r/) — 
GLr{Qe) intervenant dans la décomposition (19. 8 p est irréductible et pur de poids 
0. On peut le retrouver de la façon suivante, en reprenant certains arguments de 
|Lafn2a) . On note 

(9.9) a = ©^r ® QJ^ 

la décomposition de la représentation semi-simple a suivant les classes d'équiva- 
lence de représentations irréductibles r de 7ri(X \ A^, r/). On procède comme dans 
|Laf02aj par récurrence sur r (à l'aide des théorèmes inverses [CPS94] et de la 
formule du produit de Laumon jLau87]) et on suppose que la correspondance de 
Langlands pour GLr' est établie pour r' < r. On suppose par l'absurde que a 
n'est pas irréductible. Toute représentation r telle que 03^ 7^ est alors de rang 
r,- < r et il existe par l'hypothèse de récurrence une forme automorphe cuspidale 
tTt- pour GLr^ associée à r par la correspondance de Langlands pour GLr^. On 
choisit un ensemble fini de places 5* en dehors duquel les représentations vr, o", et 
r, tït- telles que QJ,- 7^ (qui sont en nombre fini) sont non ramifiées et se cor- 
respondent par l'isomorphisme de Satake. D'après la méthode de Rankin-Selberg 
pour GLr X GLr^ (due à Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika), L(7r x Tir^Z) est 
un polynôme en Z donc a fortiori -^5(71" x tTt, Z) est un polynôme en Z (puisque 
les facteurs locaux ont des pôles mais jamais de zéros). Donc 

Lsin xn,Z) = Lsin x a, Z) = J] Lsiir x r, Z)^'-"^^ = J] Lsin x vr,, Zf'^""^ 

T T 

n'a pas de pôle. Pourtant d'après le théorème B.IO de |Laf02a| (dû à Jacquet, Sha- 
hidi, Shalika), -^5(71" xtt, Z) a un pôle en Z = q^^, ce qui amène une contradiction. 
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Donc on sait maintenant que a est irréductible. Pour tout l on sait d'après la re- 
marque précédente qu'il est t-pur et la connaissance de son déterminant implique 
alors que le t-poids est nul. Donc a est pur de poids 0. 



10. Cas DES GROUPES NON NÉCESSAIREMENT DÉPLOYÉS 

Ce paragraphe explique les modifications à apporter si G n'est pas déployé. 
Si on a encore = G, la seule modification est qu'on définit un champ Bunc 
mais pas de champ Bun^Tv (ni de champ de Hecke avec niveau), car cela n'est 
pas indispensable et entraînerait des complications, alors qu'il est plus simple 
de définir directement les champs de chtoucas avec niveau à partir de ceux sans 
niveau. Même si Bun^N n'est pas défini, on a un remplaçant pour BunG_Ar(Fq) qui 
est le champ discret des chtoucas sans pattes de niveau A^. En revanche lorsque 
^G n'est pas nécessairement égal à G les modifications sont plus importantes : 

- on a besoin d'une version tordue sur la courbe de l'isomorphisme de Satake 
géométrique 

- la définition des opérateurs Sv,v et Si^w,x,^,Cyo,-,in) doit être adaptée. 

Soit G un groupe réductif lisse et géométriquement connexe sur F. On fixe 
un ouvert U de X tel que G s'étende en un schéma en groupes réductif sur U. 
D'après les paragraphes 5.1.9 et 4.6 de |BT84] (dont la référence m'a été indiquée 
par Jochen Heinloth), G admet un modèle entier parahorique en les points de 
X \ U. Par recollement on obtient un schéma en groupes lisse sur X (encore noté 
G), dont toutes les fibres sont géométriquement connexes et qui est réductif sur 
U et de type parahorique en les points de X \ U. 

D'après la proposition 1 de |HeilO) . le champ Bunc, classifiant les G-torseurs 
sur la courbe X, est un champ algébrique lisse, localement de type fini. On définit 
des ouverts de troncatures Bun^'^ pour tout cocaractère dominant /i d'un tore 
déployé maximal de G. 

Une généralisation au cas non déployé du théorème 2 de |DS95| (rappelé au 
début du paragraphe [T]) serait la suivante : tout G-torseur sur X x S devient 
localement trivial pour la topologie de Zariski de U x S après un changement de 
base étale convenable sur S. Lorsque G est semi-simple et simplement connexe 
cela résulte du théorème 4 de |HeilO| . Il est vraisemblable que le cas général 
soit vrai. Le point clef est que l'extension par Borel et Springer du théorème de 
Steinberg au cas non parfait est valable pour tous les groupes réductifs connexes, 
cf le paragraphe 8.6 de [BS68J et aussi la remarque 1) du paragraphe III.2.3 
page 140 de |Ser68] . Cependant on n'aura pas besoin d'une telle généralisation 
au cas non déployé du théorème 2 de |DS95] . En effet dans le cas déployé on 
a évité d'utiliser le théorème 2 de |DS95| en proposant une démonstration du 
théorème 11.181 légèrement différente de celle du théorème 2.20 de [Var04j et on 
fera de même dans le cas non déployé. 

Un niveau sera pour nous la donnée 

- d'un ensemble fini de places, noté |A^|, contenant X \U, 
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- d'un sous-groupe compact ouvert K]^ = Y[we\x\ ^n,w C G (A) avec K]\r^w un 
sous-groupe distingué de G(O^) pour tout w G |A^|, et -R'at,^ = G(Ow) pour 
tout G |X| \ |A^|. 

La définition du champ Hecke^^^''"'^'"'' sur (X \ |A^|)^ est la même que dans la 
définition 11.21 mais on n'introduit pas de champ de Hecke en niveau N. Pour des 
raisons techniques il sera commode de définir des espaces auxiliaires Bun^Ar' et 
Heckej^îj"'^''^ où A^' est un diviseur disjoint de et supporté en des places où 
G est réductif et déployé (ce qui fait qu'on peut définir la notion de niveau en 
N' comme dans le cas déployé). Ces espaces auxiliaires serviront seulement dans 
deux démonstrations, où pour fi fixé on choisit A^' assez grand pour que toute 
composante connexe de Bun^'^, soit un schéma. 

Le L-groupe ^G est un produit semi-direct G xi Gal{F/F) où F est l'extension 
galoisienne finie de F telle que Gal{F/F) soit l'image de Ga\{F/F) dans le groupe 
des automorphismes du diagramme de Dynkin de G. Pour tout v G \U\, G{Ov) 
est hyperspécial donc G{Fy) est quasi-déployé et déployé sur une extension non 
ramifiée. Par conséquent F/F est non ramifiée sur U. On note U le revêtement 
étale galoisien de U, dont le corps des fonctions est F. Comme précédemment on 
considère ^G comme un groupe algébrique sur et pour toute extension E D 
on note ^Ge l'extension des scalaires à E et ^G{E) = G{E) x Gal{F/F) le groupe 
des points à valeurs dans E. La catégorie des représentations de ^G est équivalente 
à la catégorie des faisceaux pervers G'(0)-équivariants sur la grassmannienne affine 
en famille au-dessus de U, dont l'image inverse à U est une somme directe de 
faisceaux d'intersections de strates fermées associées à des copoids dominants 
de G. De tels faisceaux pervers sont automatiquement uniformément localement 
acycliques sur U. De plus cette équivalence de catégories entrelace le produit 
tensoriel et le produit de fusion. On restreindra tous ces faisceaux à X \ | C U. 

Soit / un ensemble fini, (Ji, ...,Ik) une partition de I et V une représentation 
irréductible de {^GY . 

Grâce à l'équivalence de catégories discutée ci-dessus, on possède alors un fais- 
ceau pervers irréductible 3^y sur Hecke j^^' "''^'''* (avec la normalisation relative au 
morphisme vers {X \ \N\y X Buug). On utihse la lettre J plutôt que la notation 
IC du cas déployé car J'y n'est une somme directe de faisceaux d'intersection que 
localement pour la topologie étale sur {X \ |X|)^. 

On définit alors Cht^^y "'^*'' comme le champ tel que pour tout schéma S sur 
Fq, G}it^ly"''^^\S) classifie les données 

((a^ijiG/, So — ^ Si — ^ ■ ■ ■ > Sfc-i — ^ Soj 

avec 

i) Xi G (X \ \N\){S) pour i G /, 

ii) So, Sfe-i G BunG(S'), 

iii) en notant S^ = ^9o, ((a;i)ig7, 9o ^ 9i ■ • • Sfe-i ^ 9fc) appartient 
au support du faisceau 3^v 
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Remarque 10.1. Comme les fibres de G sont géométriquement connexes, on 
peut appliquer le théorème de Lang à la restriction à la Weil vers Fg de la restric- 
tion de G à n'importe quel sous-schéma fini de X, et on obtient donc que pour 
toute place w G |A^| et pour tout sous-groupe ouvert de (7(0^) (par exemple 
K^^yj), le G{Ouj) / Kw-toTseni sur Cht^-/]}-'^"^ obtenu par descente grâce à l'action 
de Frobenius sur la restriction du G-chtouca au disque formel en w est localement 
trivial pour la topologie étale (la descente est possible car w G |X| et les pattes 
du G-chtouca sont en dehors de |A^|). On note que cet argument apparaît (dans 
une situation où G est réductif sur la courbe) dans le lemme 1.1 de |NBC06b] . 

Notons que cette définition par le support de 3^y fournit une version "réduite" 
des champs de chtoucas, et même si cela ne change rien pour la cohomologie 
étale on pourrait définir dans le cas où V est irréductible une version non réduite 
en remplaçant la condition iii) par des conditions du type iii)^^ et m')^^ de la 
définition 11.21 Enfin on note Cht^^^ le sous-champ ouvert de Chtj^y "'^'"^ 

défini par la condition 9o £ Bun^'^. 

On définit alors le champ Chtj^Yy^'''*'"'^ G-chtoucas de niveau N comme 
l'espace total du n^g|^|(G(0^)/-ft'iv,«;)-torseur sur Ch.t\^y"'^''^'-^ fourni par la re- 
marque 110.11 Le champ Cht^Yy^''^'"'^ ^st un revêtement étale fini de groupe de 
Galois Uw^\N\iGiO^)/KN^^) du champ Cht^y-'^"^'-". On évite ainsi la construc- 
tion d'un champ Bunc qui nécessiterait la donnée, pour tout f G X, d'un 
modèle entier de Gp^ sur Spec(Ot,) dont les F^-points s'identifient avec Kn^^. Le 
champ discret Cht^g^'^ joue exactement le rôle de Bun^'^(Fç) dans le cas dé- 
ployé. De plus Chtj^ ^ est une réunion finie de quotients adéliques associés à des 

formes intérieures de G. Pour le montrer on se limite à Cht^g^^ et on procède 
comme dans la preuve de la proposition 2.16 c) en appliquant le lemme 3.3 b) 
de |Var04] à l'espace auxiliaire Buug^n', où N' est un niveau disjoint de N et 
dépendant de fi tel que toute composante connexe de Bun^'^, soit un schéma. 

On fixe un réseau S de Z{A)/Z{F). On note S^^nJ^ee le faisceau pervers sur 
Cht^Yi/^*^'"^ /'^ (avec la normalisation relative au morphisme p-^ vers (X \ 
|X|)^) obtenu en quotientant par S l'image inverse de 3^v par le morphisme 
évident Chtj^Yi/^''^'"^ ~^ Hecke^^^''"'''^''''. Pour montrer les propriétés de ces fais- 
ceaux on a besoin de l'analogue du théorème 11.181 La démonstration est sem- 
blable, à un détail technique. Dans la preuve du théorème ll.lSI on avait augmenté 
le niveau N pour avoir des schémas et non des champs. On ici utilise les espaces 
auxiliaires Buiig^n' et Hecke^î}"'''^''^ où N' est un diviseur disjoint de N. 

Comme dans le cas déployé on définit alors 

qui ne dépend pas du choix de la partition (Ji,...,/^). On a en particulier le 
faisceau constructible JC^'^'^'y'^* sur (X \ |X|)^. 
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Pour avoir l'analogue des opérateurs Sv,v on doit généraliser légèrement la 
construction des champs de G-chtoucas. Pour toute place f G |X|, on note Fy/F^ 
l'unique extension galoisienne de F^ telle que Gal{Fy/Fy) soit le noyau de l'action 
de Gal(F^/F^) sur le diagramme de Dynkin de G. Pour toute place v de F^ au- 
dessus de V, le groupe de décomposition s'identifie à Gal(F^,/ F^), donc on a une 
inclusion Gal{Fjj/ F^) C Gal(-F/F), bien définie à conjugaison près, dépendant du 
choix de v (qui est lui-même déterminé par le choix d'un plongement F C F^). 
On note ^G^ = G x Gal(Ft,/F„) le L-groupe local. Pour tout v G |X| \ |A^|, 
Fy/Fy est non ramifiée et donc GaA^Fy/Fy) est cyclique et possède le générateur 
canonique Frob^,. 

On va introduire des champs de G-chtoucas dont certaines pattes sont localisées 
en des places de X \ |A^|, avec la contrepartie que pour chacune de ces pattes il 
suffit de se donner une représentation du L-groupe local. Soit / un ensemble fini, 
{II, Ik) une partition de /, et a : {1, ...,k} — )■ (|X| \ |A^|)U{-^} une application. 
On note X{^) = X\ |A^|, et pour v G |X| \ |A^|, X{v) = v, considéré comme sous- 
schéma fermé de X. Soit W une représentation de Yij=ii^^ce{j))^^ , où l'on pose 

^Gjl. = ^G. On possède alors un faisceau pervers 3^?,, sur Heckel-^^''"'^''''' 

Comme précédemment on en déduit (à l'aide du support de 3"^) un champ 

Cht^^^j'^^^^'-^ /E sur 11^=1 ^('^(i))'^^ muni d'un faisceau pervers 3^Nj\a-w^s,E ot>- 
tenu par restriction de 3^^^. 

Enfin pour tout ensemble fini I, toute application a : I ^ (|X| \ |A^|) U {"^} 
et toute représentation W de Y[ieii^^ce{i)) on pose 

car le membre de droite ne dépend pas du choix de la partition (/i, ...,Ik) de / 
telle que a se factorise à travers {1, k}. 

Si on se donne de plus v G |X| \ |A^| et V une représentation de ^Gy, et on 
prolonge a en a' : / U {1,2} {\X\ \ \N\) U {*} en posant a'(l) = a'(2) = v, 
alors on définit 

Sv,v e Hom£,6(]-[^^^x(a(i)),£;) (^|iv,7;f,M/' ^livî/Xi^) 
à l'aide de la composée 

g" 

' ^^ ri ifi ol tj/mt/^t/* 

n,6_rX(aW)xA{«) 



^iU.iJ ^c,N,I,a,W ^ ^ '^c,N,IU{l,2},a' ,WmvmV* 



c,N,IU{l,2},a' ,W^VmV* 



OÙ les opérateurs C| ^ et Cg^^ y sont évidents. Plus précisément la composée 
( 110. ip commute avec l'action des morphismes de Frobenius partiels sur Ey et par 
descente on obtient Syy 
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L'isomorphisme de Satake (voir |Car79t IÏ3R94t lBôr79] ) fournit par ailleurs, pour 
chaque représentation V de ^G^, une fonction hv,v G Cc{G{Ov)\G{Fy)/G{Oy)) 
définie comme la trace du Frobenius sur 3^y. Cette fonction hy^^ ne dépend que 
la restriction de xv aux éléments de ^G^ de la forme g x Frob^, et on obtient 
ainsi une base de Cc{G{Oy)\G{Fy)/G{Oy)). Une preuve similaire à celle de la 
proposition 15.31 donne l'égalité 



;io.2) 



V,v\ 



En utilisant les opérateurs Sv,v on peut définir, comme dans le corollaire I5.4[ 

une action de Cc{Kf^\G{A)/KN) sur le faisceau ^W^f^v/'aiy Yliei -^i'^i^)) ^*^u^ 
entier. On montre de la même façon les relations d'Eichler-Shimura. 

On définit la notion d'élément Hecke-fini de la fibre de "^f^^aW point 
géométrique x de la même façon que dans la définition I7.1UI 

Dans le cas où / est vide, ^^'^'g' i'^ est un faisceau constructible (trivial) sur 
¥q et l'espace 



joue le rôle de Cc(BunG',Ar(Fq)/S) dans le cas déployé. Les conditions 
de cuspidalité permettent de définir un sous-espace de dimension finie 



c,Ar,0,l 



cusp 



, qui joue le rôle de C^"^P(BunG^Ar(Fg)/H, i?) dans le cas 



déployé. De plus le lemme 17.161 permet de montrer que 



iii^:K°'^^ 



E 

c,N,{0},l 



Hf 



c,Af,0,l 



Hf 



cusp 



Toutes les propriétés des espaces ^Kf^' et de leurs parties Hecke-finies se 



Hf 



est muni 



généralisent au cas non déployé. En particulier |^lii^ CK^ 

d'une action de 7ri(r/,r/)^ = Gal(F/F)^. Pour l'argument qui utilise les relations 
d'Eichler-Shimura dans la preuve du lemme [7. 191 on peut choisir si on le souhaite 
les Vi tels que G soit déployé en ces places. 

On va définir les opérateurs de création et d'annihilation en se limitant au 
cadre des ^'7^ 

' ' 'et et 

représentation de {^GY et la représentation diagonale. Alors le sous-espace 
{U^Y , formé par les vecteurs de U invariants par l'action diagonale de G, est une 
représentation (diagonale) de Gal(-F/F) et on note l l'inclusion {W^Y ^ 



c,N,i,w lie^ cadre plus général des 3^^jv,/',f,VK contiendrait les 
opérateurs ^ et Cg^^ apparaissant dans ( llU.ip ). Soit J un ensemble fini, U une 



note (f/^) 



G 



X\\N\ 



le £^-faisceau lisse sur X \ | qui est associé à la représentation 
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de GaA{F/F) sur (f/'')'^, et dont la fibre en fj est (f/^)*^. On considère la composée 
(10.3) J{f_^^2w^iU^f 



X\\N\ 



c,N,iu{o},wm{u()(^ 



c,N,iu{o},wmu'^j 



{X\\N\yy./:\(X\\N\) 



dans 

Hom£)b ( ( ...^ I ;v I ) ^ X (x \ I Af I ) , 



X-^\N\ 



{X\|Af|)^xA(X\|Ar|) 



On fait de même pour les opérateurs d'annihilation. Lorsque / = et 14^ = 
1 on peut restreindre à r/ le morphisme (110. 3p (et le morphisme d'annihilation 
analogue). En notant maintenant (/, W) au lieu de (J, U), on obtient pour tout 
X E W invariant par l'action diagonale de G un morphisme de création 



~^ ^c,N,I,W 



A{r?) 



et pour tout ^ G W* invariant par l'action diagonale de G un morphisme d'anni- 
hilation 

rO,<At,H,£; 



nrO,<IJ.,E,E 
•^c,NJ,W 



c,Ar,0,l 



On procède alors comme la définition-proposition 18.21 pour construire les opé- 
rateurs 



Si,w,x,U'r^).ei ^ EndM Ih^ 



0,<fj.,=,E 
c,N,9,l 



cusp 



avec / un ensemble fini, W une représentation de {^G)' , x E W et Ç, € W* 
invariants par l'action diagonale de G, et {'~fi)iei E 7Ti{'i],rî)^ . Ces opéra- 
teurs engendrent une algèbre commutative S^rs^; d'endomorphismes de 



o,<At,; 



cusp 



commutant à l'action des opérateurs de Hecke T(/) 

pour / e C,{KN\G{A)/Kr,, E). 

Pour tout entier n et pour toute extension E D Qe on note 0{{^GeT//Ge) 
la £^-algèbre de type finie formée des fonctions régulières (au sens algébrique) 
sur {^Ge)"' invariantes par conjugaison diagonale par Ge, c'est-à-dire telles que 
f{hgih-^, hgnh-^) = f{gi, g^) pour HeGe et g^, g^ G ^Ge- 

En procédant comme dans la définition-proposition 19.41 on obtient pour tout 
n G N un morphisme d'algèbres 



e„ : OiCGEr//GE) ^ C(Gal(F/F)",S 



tel qu'en notant / = {0, ■■■,n}, pour toute représentation irréductible W de (G)^, 
pour X E W et ^ E W* invariants par l'action diagonale de G, et pour (71, 7n) E 
7ri(?7,7ï)", on ait f l9.ip . 

La suite B„ vérifie les propriétés a), b), c) et d) de la définition-proposition 19.41 
ainsi qu'une variante e') de la propriété e) et la propriété supplémentaire f) : 
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e') pour toute place f G |X| \ A^, pour tout plongement F G (induisant 
des plongements Gal(F„/F^) M- Gal(F/F) et ^G^^e C ^Ge), pour toute 
représentation irréductible V de ^G^^e, de caractère xv ^ ^{.^Gv,eII^Gv,e)i 
pour toute fonction / G 0{^Ge//^Gv^e) prolongeant xv-, et pour tout 7 G 
Gal(F^/Ft,), 6i(/)(7) ne dépend que de deg(7) et est égal à T{hv,v) si 
deg(7) = 1. 

f ) si / est une fonction sur le groupe fini Gal(F/ F)" que l'on considère comme 
un élément de 0{{^Ge)"'//Ge) alors 6„(/) est la composée 

Gal(F/F)" ^ Gal(F/F)" A C 'Bn,e,e. 

La propriété f) est évidente. On justifie e') à l'aide de la variante suivante du 
lemme 18.91 

Lemme 10.2. Soit V une représentation de ^G et x e V ®V* et e {V V*)* 
invariants par l'action diagonale de ^G^^e- Soit c/ G N. Soit 7 G Ga\{F^/ F^) C 
Gal(F/F) tel que deg(7) = d. Alors S{i^2},vmv*,x,£,,{'y,i) ne dépend que de d et est 
égal à la composée 

(10.4) ^câ,i"^ ME^% ^|iv,{£},VKy* 



c,Af,{l,2},yKV* 

où C| est défini à l'aide de f ll0.3p et Cç est défini de façon analogue. □ 

Pour justifier e') on va appliquer le lemme précédent. D'une part toute fonction 
/ G 0{^Ge//^Gv^e) est une combinaison de coefficients de matrice g 1— )■ {C,, {g, 1) ■ 
x) avec V une représentation de ^G et x, ^ invariants par ^G^^e et le lemme 
précédent implique que si / est un tel coefficient de matrice, 0i(/)(7) ne dépend 
que de d et est égal à la composée (110. 4p . D'autre part, si d = 1, pour calculer 
(110. 4p on décompose V en représentations irréductibles de ^Gy^E et on est ramené 
à la situation de (110. ip où V est une représentation irréductible de ^G^^e, x = ôy 
et ^ = evy. Cela termine la preuve de e'), g (Hôll). 

On a une décomposition en espaces propres généralisés 

cusp 



;io.5) (liî^^Sy 



où u parcourt les caractères de S^^qj. 

La proposition 19. 9^ appliquée à H = ^G et H'^ = G, fournit alors, pour tout 
caractère u de "Bj^.^^, un morphisme a : Gal(F/F) — )■ ^G{Qe) bien défini à 

conjugaison près par G{Qe), et tel que 

(C'I) a est à valeurs dans ^G{E'), où E' est une extension finie de Q^, et il 
est continu, 

(C'2) l'adhérence de Zariski de son image est réductive, 

(C'3) pour n G N*, / G OH^^GeT //Ge) et (71, ...,7„) G Gal(F/F)" on a 

(10.6) /(a(7i),...,a(7„))= (e::(/))(7i,...,7n), 
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(C'4) il existe un ouvert [/ de X \ |A^| tel que a se factorise par tti 
La condition f) ci-dessus implique la propriété supplémentaire 
(C'5) on a la commutativité du diagramme 

;i0.7) Gal(F/F) 



Gal(F/F) 

De plus u et la classe de conjugaison de a par ^(Q^) se déterminent mutuelle- 
ment. 



Théorème 10.3. On a une décomposition 

fio.8) ( iim:K°'^;;;='~ 



où la somme porte sur des classes de conjugaison par G{Qi) de morphismes 

a:7ri(X\|iV|,rj)^^G(Q;) 

vérifiant les conditions (Cl), (C'2), (C'5). Cette décomposition est déterminée de 
manière unique par la décomposition fllO.Sp grâce la condition (C'3). Elle est res- 
pectée par l'action des opérateurs de Hecke T{f) pour f G Cc{Kn\G{A)/ Kn, E). 
Elle est compatible à l'isomorphisme de Satake : pour a comme ci-dessus et pour 
toute place w de X ^ |X|, le paramètre de Satake en w correspondant aux valeurs 
propres des opérateurs de Hecke en w sur Sjcr est égal à la classe de conjugaison 
par G{Qi) de (T(Frob^). 

Pour justifier la compatibilité à l'isomorphisme de Satake aux places de X\|X|, 
on applique la propriété e') ci-dessus. Le point clef est qu'il est équivalent de se 
donner un élément de de la forme g x Frob^ à conjugaison près par G ou par 
^Gv, puisque x 1 commute avec lui-même. 

Remarque 10.4. On a une inclusion évidente 

(10.9) G{E)\G{A)/K!,E c Cht^^\, /S 

dont l'image est formée exactement par les G-torseurs localement triviaux pour 
la topologie de Zariski. En général Cht^ /S est une réunion finie de quo- 
tients G' {F)\G' (A) / K avec G' une forme intérieure pure de G (c'est-à-dire 
tordue par un élément de H^(F,G)). Cette réunion est indexée par ker^(F, G). 
D'après Kottwitz |Kot84[ iKôtM] et Nguyen Quoc Thang |NQT11| théorème 2.6.1 
pour l'extension en caractéristique p, ker^(F, G) est le dual de ker^(F, Z(G')(Q^)). 
Or les conjectures de multiplicités d'Arthur, qui concernent le quotient adé- 
lique G{F)\G{A) / K]\}E font intervenir des paramètres d'Arthur avec une relation 
d'équivalence plus faible que la conjugaison par G{Qi), qui autorise la torsion par 
un cocyle localement trivial à valeurs dans Z{G){Qe) c'est-à-dire précisément 
un élément de keT^{F, Z{G){Qe)). En considérant Gc(Chtj^ ^ /S, Q^) plutôt que 
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c,Ar,0,l 



Cc{G{F)\G{A)/Kn'^,Q£) (comme cela est beaucoup plus naturel dans cet ar- 
ticle) et en prenant comme relation d'équivalence pour les paramètres d'Arthur la 
simple conjugaison par G{Qe), on s'attend donc à avoir les mêmes conjectures de 
multiplicités qu'Arthur pour la partie discrète de L^(Cht^0 /S, C). D'ailleurs si 
G est un tore on a effectivement une bijection entre les caractères de ^hn^ ^^^n\ i 
et les paramètres de Langlands modulo conjugaison par G. 

Il est clair que la décomposition canonique de ^ lim CK| 
les paramètres de Langlands pour la relation d'équivalence de conjugaison par 
G{Qi) implique a fortiori une décomposition de ^lin^^ ^-C^'^^^'^'"^^ ^ suivant 

les paramètres de Langlands pour la relation d'équivalence plus faible où l'on au- 
torise en plus la torsion par un cocyle localement trivial à valeurs dans Z{G){Qe). 
Cependant il n'est pas clair que cette décomposition plus grossière soit compa- 
tible avec l'inclusion C™''P(G(F)\G(A)/irjvS, Q^) C (lim ^K^'Jg^ \cusp 

\ ^ IFg / 

nant de fll0.9p . Il n'est donc pas évident que l'on puisse obtenir une décomposition 
canonique de G^^^^{G{F)\G{A)/K]y'E.,Q£) suivant les paramètres de Langlands 
pour la relation d'équivalence plus faible. 



cusp 

suivant 



On aimerait bien sûr montrer que les paramètres de Langlands a proviennent 
de paramètres d'Arthur elliptiques. On rappelle qu'un paramètre d'Arthur est un 
morphisme ip : Gal(F/F) x 5^2(01) ^GÏQ't) (algébrique sur 5X2(0^)), dont 
la restriction à Ga\{F/F) prend ses valeurs dans une extension finie de et est 
continue, et tel que 

(Al) la restriction de ip à Ga\{F/F) est pure de poids (c'est-à-dire que son 
image par toute représentation de ^G est pure de poids 0). 
De plus ip 6st dit elliptique si 

(A2) le centralisateur de dans G(Q^) est fini modulo (Z(G)(Q^))^^'(-^/^). 
Le paramètre de Langlands associé est : Gal{F/F) — )■ ^G{Qe) donné par 

o"V ~ "^(t) ^^^q I 1^1/2^ ) 1^1^^^ hien défini grâce au choix d'une racine 
carrée de q. 

La classe de conjugaison par G{Qe) d'un paramètre d'Arthur ip est déterminée 
de manière unique par celle de (Malcev, cf le corollaire 4.2 de |Kos59] ). 



Remarque 10.5. Si on sait que pour tout caractère de ^(^(Q^), la composée de 
a avec ce caractère est pure de poids (ce qui est le cas pour cr apparaissant dans 
la décomposition (110. 8p grâce â la théorie du corps de classe), alors la condition 
(A2) implique la condition (Al). En effet si on fixe <. : C et si la restriction 

àip k Gal{F/F) n'est pas i-pure de poids 0, alors le t-poids fournit un cocaractère 
non trivial à valeurs dans le centralisateur de ip dont la composée avec n'importe 
quel caractère de ^G{Qe) est trivial, ce qui contredit la condition (A2). 
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Conjecture 10.6. Tout paramètre a apparaissant dans la décomposition UÔTR est 
de la forme avec ip un paramètre d'Arthur elliptique (bien défini à conjugaison 



Remarque 10.7. On peut espérer utiliser les actions de SL2 de Lefschetz que 
l'on étudiera dans le paragraphe [TT] ci-dessous, et notamment le lemme 111.51 et 
la conjecture 111. 6[ pour définir des opérateurs Si^w,x,^,{{'yi,ai))iei les sont 
des éléments de l'algèbre enveloppante de SI2 dont la somme des degrés pour 
l'action du tore diagonal est nulle. On peut alors espérer que des arguments 
comme ceux de la preuve de la proposition 19.91 fournissent un morphisme ip : 
Gal(F/F) X SL2^e) ^G'(Q^), algébrique sur 5^2(0^) (aprè^avoir "détordu" 
l'action de Gal(-F/F) par l'action du tore maximal de SL2{Qe)). Cependant, 
même sous ces hypothèses optimistes on ne voit pas comment montrer que ip 
vérifie la condition (A2). On pourrait peut-être espérer démontrer (A2) par des 
arguments semblables à ceux de la remarque 19.151 dans des cas où l'on connaît 
les propriétés des fonctions L automorphes de paires pour G x GLr- Si on sait 
montrer (A2), alors (Al) en résulte par la remarque 110.51 

Remarque 10.8. On aimerait aussi avoir la décomposition (110. 8p pour toute la 
partie discrète et non pas seulement pour la partie cuspidale. Il faudrait pour cela 
une sorte de cohomologie au lieu de la cohomologie à support compact utilisée 
dans cet article. 

La philosophie des motifs indique qu'il doit exister une notion de ^G-système 
compatible définie sur Q : un paramètre de Langlands devrait correspondre à une 
classe d'isomorphisme de couples {T,k), où 

- T est un foncteur tensoriel de la catégorie des représentations de vers la 
catégorie Q-linéaire des motifs purs sur F, 

- K est un isomorphisme entre la restriction de T aux représentations de 
^G/G = Gal{F/F) et le foncteur naturel des représentations de Ga\{F/F) 
vers les motifs d'Artin. 

Admettant qu'une telle notion existe, on peut poser la conjecture suivante. 

Conjecture 10.9. La décomposition (110. 8p est définie sur Q et elle est indépen- 
dante de i et du plongement Q — t- Q^. De plus à chaque facteur est associé un 
^G-système compatible. 

Quand on se restreint aux paramètres de Langlands a dont l'image est 
finie (pour lesquels la notion de ^G-système compatible est immédiate), 
cette conjecture est peut-être démontrable conditionnellement à la conjecture 
de Tate. En effet pour h appartenant à l'espace Sj^r (de la décomposi- 
tion (110. 8p ) associé à un plongement z : Q — t- Q^, pour tous I,W,x, 



on peut appliquer la conjecture de Tate dans cette situation, il doit exister 





avoir une monodromie finie. Si 
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exactement des cycles algébriques mais des objets de nature motivique dont 
la classe de cohomologie appartient à la cohomologie à support compact de 

(\ cusp 
l'^ ) ^^^^ ^c,Ar,x(^) 

soit restriction à A(r/) d'une combinaison finie de tels "cycles algébriques" 
sur Cht^^^jy^''^'-^ Ç^(^x-^\N\y'^^ j est clairement défini sur Q et les opérateurs 
Si,w,x,s.,{'yi)iei restreints à ce sous-espace doivent être définis sur Q. 

La conjecture 110.91 impliquerait l'existence d'une algèbre S^y^Q telle que 
^Af,s,Q7 ~ -^Af.s.Q ®Q pour tout plougemeut Q ^ Q^. Grâce aux remarques 
14.41 et \S.'S\ le transposé d'un opérateur Si^w,x,^,("/ihei opérateur du même 

type, par conséquent 23^^,q ®q C serait alors une C*-algèbre commutative 
et l'algèbre 25^ serait donc réduite. A cause de cette application et de la 
remarque suivante, la conjecture 110.91 paraît fondamentale. 

Remarque 10.10. On va indiquer quel énoncé pourrait, dans le cadre des corps 
de nombres, être analogue à la décomposition canonique ( 110. 8p (éventuellement 
renforcée par les conjectures 110.61 et 110.9p . La limite projective sur N des Ché^\-^ 

s'identifie à {G(F)\G{A ®fF))^''^^^^^\ où F est le corps des fonctions de X. 
Cela conduit à espérer que si F est un corps de nombre et si S désigne un 

réseau de Z{F)\Z{A), la partie discrète de L"^ (^{G(F)\G {A ^pF))^'"^^^^^'^ /E,c) 
admette une décomposition canonique suivant les classes de conjugaison par G(C) 
de paramètres d'Arthur elliptiques. On rappelle que (^G{F)\G{A Ç^p p'^'^'^^^^^^^^ 
est une réunion finie, indexée par ker^(F,G), de quotients adéhques G'{F)\G'{A) 
avec G' une forme intérieure de G. La relation d'équivalence sur les paramètres 
d'Arthur est ici la conjugaison par G{C) et ne fait pas intervenir de cocycle 
localement trivial à valeurs dans Z{G) (on renvoie à la remarque 110.41 pour plus 
de détails sur ce sujet dans le cas des corps de fonctions). Dans le cadre des corps 
de nombres, le cas particulier des représentations automorphes cohomologiques 
en toutes les places à l'infini est le plus proche du cadre des corps de fonctions. 

En effet la partie cohomologique de LI-^^(^{G(F)\G{A ^pF))^^^''^^^^ /Ex) est 

définie sur Q et on peut se demander si elle admet une décomposition canonique 
définie sur Q suivant des classes d'équivalence de paramètres d'Arthur elliptiques. 



11. Quelques questions sur l'action du SL2 de Lefschetz 

Ce paragraphe a pour but de rendre plus précise la discussion qui suivait la 
conjecture 110.61 Pour simplifier on suppose que G est déployé. On commence par 
rappeler la construction de fibrés amples sur Bun^ (cf [ BLS98t TSorOOt [Fâl03) ) . On 
choisit une représentation fidèle il de G. Soit £ le fibré ample sur Bunc dont la 
fibre en un G-torseur S est det(iîr(X, itg))~^. On note p le morphisme d'oubli 
Chtj^^f ■■'^'"^ — )■ Bun^ qui envoie 

(So, V'o) ^ (Si, tpl) ^ ■■■ (Sfc-l, ^Pk-i) ^ (^9o, ^V'o)) 
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sur So- Alors p*{'C) est ample sur Cht^ ^ mais pas en général sur Clit^^"'^'"^ car 
le morphisme d'oubli Cht^Y ~^ Cht^ ^ n'est pas injectif. 



Ah,-,ik) 

((xi)ie/, (So, ^o) ^ (Si, ipi) ^ ■■■ (Sfc-i, -ipk-i) ^ {5k, i'k) = C9o, ^-ipo)) 

est égale à det(/2r(X,ilg^_J) ® det(iîr(X,ilgJ)-^ On notera que si / est assez 
grand pour que ilg^_, D ^sX-KT^iei, ^i))^ ^ 

= det ® det (ilgy%(-/(^x.)))-' 

ielj 

En d'autres termes £j ne dépend que de la modification reliant Si-i à Si- 
Proposition 11.1. On a un isomorphisme canonique de fibres vectoriels sur 

Démonstration. Cela résulte du fait que 

det(i?r(X,iigJ) (g)det(i?r(X,ilgJ)-^ = det(iîr(X,iigJ)«-^ 

puisque det(iîr(X,itgJ) = det(/?r(X,ilrgJ) = Frob*(det(i?r(X,ilgJ)) = 
det(iîr(X, □ 

On fait maintenant une hypothèse supplémentaire concernant S et X, qui peut 
toujours être satisfaite quitte à augmenter X et à diminuer S : on suppose qu'il 
est possible de relever S dans HiielA^I ^(-^f) '^'^ relèvement. Alors les 

fibrés Li sont naturellement S-équivariants. 

Construction 11.2. Soit W une représentation de (G)^. On fixe une bijection 
/ ~ {1, n}. Comme 

(^^ ^\ rir<fj,,E,E _ p (A{^},-,{n}),<fi\ /jpCil}, .■■,{"}) \ 

{ii.i) ^c,N,I,W — -^{^NJ )i\^^N,I,W,E,E j{i},...,{„}).<M ,„ / 

le cup produit par Ci{Li) définit pour tout i G {1, ra} ^ J un morphisme 

On a un morphisme analogue pour la cohomologie sans support. 

Lemme 11.3. Les restrictions au point générique de de ces morphismes Li 
ne dépendent pas du choix de la bijection entre I et {1, ...,n} et commutent entre 
eux. 

Démonstration. En effet au-dessus du point générique de (et même au- 
dessus de l'ouvert de (X\X)^ formé des ?7,-uplets de points deux à deux distincts) 
tous les morphismes d'oubli sont des isomorphismes et les fibrés en droite Li ne 
dépendent pas du choix de la bijection / ~{1,...,?t,}. □ 

Remarque 11.4. D'après |BF08] on s'attend à ce que dans la catégorie D^((X \ 
N)^ , E) les commutants entre les Li fassent intervenir des cup produits par des 
Ci{Qj) où Qj désigne le fibré canonique de la j'^™*' copie de X. Cependant comme 



Pour i = 1, ...,k on note Li le fibré en droites sur Cht^yY ' dont la fibre en 
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on a supposé non vide les Ci{Qj) sont nuls. On s'attend donc à ce que l'énoncé 
du lemme [ï 1.31 soit vrai sur (X \ N)^ tout entier. 

Soit 1]^ le point générique de . On aimerait avoir sur 
(11.2) 01m {{lun:Ki:%f^^\^Y' ^ lun^fp^^l^l 

une action de {SL2)^ 

- qui commute à l'action de 7ri{r)^,r]^) et des opérateurs de Hecke, 

- qui commute à l'action des morphismes de Frobenius partiels à conjugaison 
'q 0' 



près par 



1 



- et telle que l'action de ^ ^ G SI2 à travers la i'^™'^ copie soit Lj. 

L'action du SL2 diagonal serait alors celle du SL2 de Lefchetz associée au fibré 
ample C (qui dépend, on le rappelle, du choix de il). Ce n'est peut-être pas pos- 
sible en général (il faudrait définir une sorte de cohomologie L^). Cependant on 
peut l'espérer sur des sous-représentations galoisiennes de dimension finie isoty- 
piques relativement à une représentation cuspidale de G{A) et maximales pour 
ces propriétés. 

On prend / = {l,...,n} muni de la partition (Ji,...,J„) = ({1}, {ri}). On 
se donne une compactification Chtj^^y^',^'^"-'^^'-'^ de Cht^^^j'y^^'^^^^'~^ et des pro- 
longements les fibrés Ci à Chtjj j^',^'^""'^^'"^ de telle sorte que pour tout choix 
d'entiers (ai,...,a„) G (N*)^ vérifiant «i < «2 < ■ ■ ■ < Q;„ < gctn, le fibré 

= ®r=i^r sur ChtSj y;^^'^"»'-^ soit a mple. 

Une telle compactification Cht^y^'^'^"-'^'''"'^ est sans doute construite dans 
|NDT07] et dans les travaux à venir de Ngo Dac Tuan. En plongeant G dans 
GLr il est probable que les résultats de |NDT07] suffisent. Nous allons proposer 
une méthode différente pour construire d'autres compactifications (qui seraient 
tout à fait inadaptées à l'étude des formules de traces et n'ont donc jamais été 
considérées). Nous ne savons pas laquelle de ces deux sortes de compactifications 
est la mieux adaptée pour aborder la conjecture [TL6] ci-dessous. 

D'après [Beh96j une telle compactification Cht^^^}'y^^'^"'^^'~^ existe si on s'auto- 
rise à augmenter /. En effet on fixe une injection l : G ^ GL^ et d'après [ Beh96] . 
pour / assez grand en fonction de l et de /i, une telle compactification existe car 
on prend l'adhérence de Zariski de Chtj^ j^',^'^*^^^'"^, plongée par le morphisme 

), (So, ^0) ^ (Si, V^l) ^ ■ ■ ■ (Sn-1, V'n-l) ^ (^So, ^V'o)) 

^ (i(9l,^/'l),...,i(9n,^n)) 

dans le produit de n copies d'un espace de fibrés semi-stables de rang N avec 
structures de niveau /. Le travail |Beh96] n'est pas publié mais en caractéristique 
l'existence d'un tel espace de modules grossier est justifié par |Ses82] (voir 
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aussi |iHL10| 4.B) et un espace de modules grossier assez voisin est construit en 
caractéristique p dans |HS10| (qui contient d'autres références). 

Pour tout fibré ample sur Cht^^^j'^'^^^^'-^ , la cohomologie du faisceau d'in- 
tersection de Cht^^^}'y^^'^^^^'~^ est munie d'une action du SL2 de Lefschetz par le 
théorème le Lefschetz difficile (théorème 5.4.10 de |BBD82) ). En appliquant cela 
à £^{ai,...,a„), on obtient grâce au lemme suivant que la cohomologie du faisceau 

d'intersection de Cht^ j^'^^'^"'"'^'''"^ est munie d'une action de {SL2)"'. 

Lemme 11.5. Soit H un espace vectoriel "L-gradué de dimension finie, muni 
d'opérateurs de degré 2. On suppose que pour tout choix d'entiers 

(ai,...,a;„) G (N*)" vérifiant «i < «2 < ■ ■ • < < qdn, H existe une action 
P{ai,...,a„) de SL2 sur H telle que 



a) Lie(p(«,,.. (^^ = E^a^Li, 



t 







(0 





^ 




t-'j 





j-deg 



Alors il existe une unique famille d'actions {pi)i<^{i,...,n} de SL2 sur H telle que 

- ces actions commutent entre elles, 

- pour tout , . {1, ...,„}, p. [l ^«,) préserve la ,™</™&„, 

- pour tout z G {1, n}, Lie(pj) ( ] = Li, 



-1 , 



^0 0^ 

pour tout n-uplet («i, ...,«„) comme ci-dessus. 



n f ■ 

P(ai,...,a„)(c/) = n^^( ( 0' li^ 

i=l ^ 



0\ (ai 
1 



Preuve de l'unicité. Si on note Aj = Lie(pi) on a forcément 

Lie(p(ai,. ..,«„)) i^i = Oi' pour tout ra-uplet (ai,...,a„), p(ai,...,a„) 

est déterminé de manière unique par les conditions a) et b). Donc les opérateurs 
Aj sont déterminés de manière unique. Enfin pj est déterminé de manière unique 
par Li et Aj. 

Preuve de l'existence. On montre un énoncé légèrement plus fort où l'on rem- 
place le cône défini par les inégalités «i < 0:2 < ■ ■ ■ < < Ç^n par n'importe 
que cône ouvert non vide de (M^)". Cet énoncé plus fort résulte clairement par 
récurrence du même énoncé pour = 2, que nous allons montrer maintenant. 
On considère deux couples (ai,Q;2) et {a'i,a'2) appartenant à ce cône ouvert, et 
linéairement indépendants. On définit alors Ai et A2 par les conditions 

Lie(p(ai,a2)) = aï^^i + a2^^2 et Lie(p(a'^,ag) {^^ Jj^ = a7^Ai + a'2"^A2. 
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Les diverses relations de commutation montrent alors que (Li,Ai) et (L2,A2) 
engendrent deux actions de SL2 qui commutent et vérifient les autres propriétés 
requises. □ 

Soient ai^hi G N et tj G pour i G {1, ...,n}. On suppose ^"^j^ = ^^Li^i- 
L'opérateur 

n / n 

HarUhr),ik)- ii^i P^\{] tri 

i=l ^ * 



agit sur la cohomologie du faisceau d'intersection de Chtjj en pré- 

servant le degré. On possède sur la cohomologie du faisceau d'intersection de 

Chtj^ j^',^'^"-'^^'"'^ l'accouplement (., .) de la dualité de Poincaré, dont le lien avec la 
remarque 14 .41 est que, W étant irréductible, il est naturel de fixer un isomorphisme 

L'opérateur ^'(f') (6 ) (t ) induit donc une forme bilinéaire B^^^-^ ^^^^ ^^^{x , y) = 
{x, T^^^ j-^^^ ^j_^-^y) sur __, puisque que cet espace s'envoie canoniquement 

dans la cohomologie du faisceau d'intersection de Chtj| j^'^^'^"'"'^'''"^. 

La conjecture suivante est plausible et plus faible que l'existence d'une action 
de {SL^y sur fflT^ . 



Conjecture 11.6. Pour tous ai,bi,ti, la forme bilinéaire 5^- 



nrO,<ii,B.,E 



est compatible au système inductif des "^^'^^j^ 



sur 



, aux morphismes 

de Frobenius partiels et de Hecke, et aux opérateurs de création et d'annihilation. 



12. Quelques questions sur la cohomologie cuspidale de 

Varshavsky 

Comme l'article |Var04j est rédigé dans le cadre des groupes déployés nous 
supposons que G est déployé. Dans le paragraphe 2 de |Var04] Varshavsky in- 

qu'il nomme cohomologie 
. Ce sous-quotient est ob- 
de poids 0, puis 



troduit un certain sous-quotient de lin^^ CK^ n iw 
cuspidale et que nous noterons ^lin^ 
tenu en considérant le quotient ('}{^'-^^'"'^ 



nrO,<fJ.,'=.,E 
'^c,N,I,W 



V 
cusp 



'"'de :k''^>'-^ 



c,N,I,W 

le sous-espace de celui-ci qui s'annule sur toutes les horosphères, puis en passant à 
la limite sur fi (les applications de transition sont injectives d'après les remarques 
6.2 et 6.4 de [Var04j). D'après la proposition 2.34 de |Var04| ce i?-espace vectoriel 
est de dimension finie. Or l'image de la cohomologie étale à coefficients dans 0^; est 

un 0£;-réseau de ^^'n^i^ grâce à l'injectivité des applications de transition 

' ' ' v' 

dans la limite inductive on en déduit un O^j-réseau dans |^lii^ ^c'Jv'/'ly j ' 

qui est naturellement stable par 7ri(?7^,?7^) et par les morphismes de Frobenius 
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partiels. En appliquant le corollaire 17.71 on obtient donc une action de 7^1(7], rj) 



sur 



0,<fi,E,E 
c,NJW 



cusp 



Questions. 1) La cohomologie cuspidale est-elle respectée par les homomor- 
phismes de spécialisation (composés avec les isomorphismes de coalescence) , par 
les opérateurs de Hecke et par les morphismes de Frobenius partiels? Cela per- 
mettrait peut-être de rédiger les démonstrations de cet article en utilisant la co- 
homologie cuspidale plutôt que la partie Hecke-finie de la cohomologie à support 
compact. 

2) La proposition 2.34 a) de |Var04] est-elle encore vraie en niveau finie, 



autrement dit a-t-on égalité entre 1 lim 3^^']^/ 



cusp 



) et le sous-espace de 



0,<n,'E,E 
c,N,I,W 



pur 



formé des éléments dont l'image par tout opérateur de 



pour 



Hecke r(/) pour / G C,{Kn\G{A) / Kn, E) appartient à (^JC; 
un certain /i (indépendant de /) ? Grâce à l'existence de 0£;-réseaux stables im- 



rO,<ll,S,E 



pur 



pliquée par l'injectivité des applications de transition dans lin^^ (^^c'^'/' 

cela prouverait que la cohomologie cuspidale est la partie Hecke-finie (au sens du 
présent article) de la cohomologie pure. 



pur 



3) A-t-on sur ( lim [K' 



rO,<IJ.,'B,E 



cusp 



) une action naturelle de SL2 (ou même 



de {SL2)^), après avoir choisi une fibré ample comme dans le paragraphe [TTl ? 
On note que, d'après la remarque 6.2 d) de | Var04) . (!K| 



rO,<tl,E,E 

^c,NJ,W 



pur 



est aussi 



l'image de !K| 



■0,<ti,'E,E 
c,NJ,W 



dans la cohomologie du faisceau d'intersection d'une com- 



pactification Cht^^^}'y^^'^^^^'~^ , qui est munie d'une action du SL2 de Lefschetz. 
La question peut donc être rendue plus précise en demandant si le sous-espace 



arO,<fJ.,S,E 
^c,N,I,W 



pur 



n li 



arO,<ti,^,E 
^c,N,I,W 



cusp 



tersection de Cht^^^)'^ 



de la cohomologie du faisceau d'in- 
{"•}):<M stable par SL2. Ensuite on peut espérer passer 



d'une action de SL2 à une action de {SL2)^ à l'aide du lemme fil. 51 



cusp 



4) A-t-on une décomposition de ^ lii^ ^c'^'/ j analogue à (110. 8p ? Il 

/ „ ^ \ cusp 

faudrait construire des endomorphismes «S'j^f/,a;,ç,(7i)igj de ( lim ^^c'jv'/vv' ) 

pour J un ensemble fini, U une représentation de {G)"^ et x E U et ^ & U* 
invariants par l'action diagonale, généralisant ceux définis dans cet article lorsque 
I = ^ et W = 1. Cette construction serait sans doute possible si l'une des 
assertions suivantes était vérifiée 

- les fièches de spécialisation 77^ — )■ A(fi) donnent des isomorphismes sur la 
cohomologie cuspidale. 



PARAMÈTRES DE LANGLANDS ET G-CHTOUCAS 



105 



- la forme d'intersection donne une dualité parfaite entre |^ lii^ ^c'^'/' 
et ( lim JCO'^'^'^'^ 



cusp 



ni. 



cusp 



13. Indications sur le cas des groupes métaplectiques 

Ce paragraphe est inspiré de |Lys06| et utilise de façon essentielle l'extension 
au cas métaplectique de l'équivalence de Satake géométrique due à Finkelberg et 
Lysenko [FTTnj .^ 

Soient G, U, U, F et N comme dans le paragraphe Hni Les champs Gr(.^i' - '^'=) 
et Hecke^^^' "''^''^ sont définis au-dessus de . Soit A un fibré en droite sur Bunc 
et S un fibré G(0)-équivariant sur Gr^^i^'* munis d'une donnée de factorisation, 

c'est-à-dire pour tout entier n un isomorphisme entre les fibrés sur Hecke|^^^''^|-"'-'^'' 
dont les fibres en ((xi, (So Si--- ^ Sn)) sont 

- le produit tensoriel (^"^^ S ^. où l'on utilise le fait que, grâce à la 

G'(0)-équivariance, le fibré S est bien défini sur Heckeg". 
De plus on demande que ces isomorphismes soient compatibles à l'action de Gn 
et à la coalescence des pattes. 

Pour toute représentation de G (éventuellemement virtuelle), on obtient un 

tel couple {A, 3) en prenant Ag = det(-Rr(X, W^)) pour S G Bunc, et S ^ 

{x,S-^S') 

égal au déterminant relatif des réseaux associés aux restrictions de Wc, et W<ji au 
voisinage formel de x. On renvoie à [Fal03] et |HeilO] (et aux références contenues 
dans ces articles) pour une étude du groupe de Picard de Bunc. 

On se donne un entier N divisant q — 1. On note ^uat le groupe fini des racines 
iV-ièmes de l'unité dans F*. On se donne un caractère primitif ( : fi^ ^ E*. 

On note Bun^ la /XAr-gerbe sur Bun^ dont les 5'-points sont formés par la don- 
née d'un morphisme u : S* — )■ Bun^, d'un fibré en droites 21 sur S et d'un 

isomorphisme 21 ^ u*{A). De même on introduit des /i^r-gerbes Gr^ et 
Hecke r sur 

Q^{h,-,h) Heckef''-'^'=^ associées au fibré en droite dont la 

fibre en ((xi)ig/, (So ^ Si--- ^ 9k)) est Ag^ ®-^sl- 

Les groupes duaux des groupes métaplectiques ont été introduits par Savin 
après des travaux de Kazhdan et Patterson. On renvoie à |FL10| et |McN12] pour 
la définition de ces groupes lorsque G est déployé. En général on suppose qu'il 
existe un groupe ^G = ^G^ x Gal(F/F) tel que la catégorie des représentations 
de ^G est équivalente à la catégorie des faisceaux pervers (^-monodromiques et 

(j'(O)-équivariants sur Gr|]^| , dont l'image inverse à U est une somme directe 
de faisceaux d'intersections de strates fermées sur lesquelles la gerbe peut être 
trivialisée (voir |FL10) et |McN12] pour une description de ces strates quand G 
est déployé). L'existence d'un tel groupe est justifiée dans |FL10] lorsque G est 
déployé. 
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Soit / un ensemble fini, (Ji, une partition de / et une représentation 

irréductible de {^GY . 

Grâce à l'équivalence de catégories ci-dessus, on possède alors, comme dans 
le paragraphe [101 un faisceau pervers irréductible ^-monodromique sur 

Heckej . Le support de J'y est un sous-champ fermé de Hecke^ et on 

définit alors Cht^Yy^*'' comme dans le paragraphe [TUl 

— {h,---Jk) tj j \ 

La restriction de la yUAr-gerbe Hecke^ à Cht)^ j'y est canoniquement 

triviale car A^^ ® -^^So = (-^So)^ = ((-^So)"^)^- L'immersion Cht^^j'y^'"^ -)■ 
Hecke^^^''"'''^*'* se relève donc en un morphisme Chtj^Yi/^''^ ~^ Hecke^ et on 

note î'jv/'ys E le faisceau pervers sur Cht^Yy^''^ égal au quotient par H de 
l'image inverse de J'y par ce morphisme. 

Comme dans le paragraphe Hn] on définit alors 

^f'Nj'y = ^(p-")!(?&y,èi) e D'^iiX X \N\Y,E) 

qui ne dépend pas du choix de la partition (/i,...,/^). On a en particulier le 

faisceau constructible JC^'^'^'y'^* sur (X \ |A^|)^. 

Dans le cas où / est vide, "^^'^^^^^ est un faisceau constructible (trivial) sur 
¥q et on a 



où Cht]y 0-^ est le /ijv-torseur sur Chr^^-^^ dont la fibre en So — ^So est l'image 
par le morphisme F* — )■ F*/(F*)^ ~ /^at du F*-torseur des trivialisations de la 
Fq-droite det(^gQ) ^ '^det(^gg), et où Cc,ç(- ■ ■ ,E) désigne l'espace des fonctions 
à support compact qui sont C-équivariantes. 

Les conditions de cuspidalité permettent de définir un sous-espace de dimension 

finie C^^^^{Cht^^^^ j^/S, E). Les mêmes arguments que dans le paragraphe HU] four- 
nissent alors une décomposition de C™'^^(Chtj^0 -^/H, E') suivant des paramètres 
de Langlands, c'est-à-dire des classes de conjugaison par ^G^{Qe) de morphismes 
a : 7Vi{X \ \N\,rî) — >■ ^G{Qe) définis sur une extension finie de Q^, continus et 
tels que l'adhérence de Zariski de l'image soit réductive. Cette décomposition est 
compatible à l'isomorphisme de Satake (défini en prenant les traces de Frobenius 
dans l'équivalence de Satake géométrique discutée ci-dessus) et réalise donc la 
correspondance de Langlands dans le sens "automorphe vers Galois". On renvoie 
à |McN12) pour l'énoncé de l'isomorphisme de Satake classique et le lien avec 
|FL10) . lorsque G est déployé. 
On a une inclusion 

G{F)\G(A)/K^E c ChtS;)0_,/S 
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dont l'image est formée exactement par les G-torseurs localement triviaux pour 
la topologie de Zariski. On rappelle que G{A) est une extension de G{A) par /i^r. 

En général Chtj^g /H est une réunion finie de tels quotients G' {F)\G' (A) / K ^3 
avec G' une forme intérieure pure de G (c'est-à-dire tordue par un élément de 
H^{F,G)). Cette réunion est indexée par ker^(F, G). 
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